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Введение

Монография посвящена исследованию свободного (неуправ-
ляемого) пространственного движения твёрдого тела при спуске
в атмосфере планеты.
В настоящее время в неуправляемом режиме осуществляют-

ся: доставка с орбиты ИСЗ на Землю результатов технологиче-
ских экспериментов и оперативной информации о поверхности
планеты; аварийный спуск управляемых спускаемых аппаратов
типа «Союз»; спуск отработанных ступеней ракетоносителей и их
фрагментов; спуск аппаратов на поверхность других планет (Ве-
нера, Марс), обладающих атмосферой. В последние годы созданы
новые типы неуправляемых спускаемых аппаратов, в том чис-
ле и малые аппараты со слабыми демпфирующими свойствами,
существенно расширен спектр выполняемых ими задач, а поэто-
му к приближённым решениям, характеризующих их движение,
предъявлены более высокие требования по точности.
Основные трудности, возникающие при исследовании свобод-

ного движения твёрдого тела в атмосфере, связаны с изучением
движения относительно центра масс, которое описывается систе-
мой нелинейных дифференциальных уравнений с переменными
коэффициентами. Найти приближённые решения этих уравнений
возможно только при использовании тех или иных допущений.
При входе тела в атмосферу с космическими скоростями

характерным является высокая частота его колебаний относи-
тельно центра масс при малом изменении параметров движения
центра масс на каждом периоде колебаний. Это обстоятельство
создаёт предпосылки для поиска приближённых решений с ис-
пользованием асимптотических методов.
Основополагающие результаты исследований о неуправляе-

мом движении тел в атмосфере приведены в книгах: Г. С. Бю-
шгенса и Р.В. Студнева [20]; Ф. Р. Гантмахера и Л.М. Леви-
на [23]; А.А. Дмитриевского, Л.Н. Лысенко и С. С. Богодисто-
ва [25]; А. В. Кострова [28]; Г. Е. Кузмака [29]; В.А. Ярошевско-
го [43].
Полученные основные приближённые аналитические реше-

ния, как правило, справедливы при одном из следующих допу-
щений: либо о малости пространственного угла атаки, либо о ма-
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6 Введение

лости отношений поперечных угловых скоростей к продольной
угловой скорости, либо о квазистатическом характере изменения
параметров, определяющих движение тела вокруг центра масс.
При разработке неуправляемых спускаемых аппаратов, как

правило, стремятся обеспечить динамическую симметрию и при-
дать им внешнюю осесимметричную форму. Обычно возникает
малая асимметрия, которая приводит к тому, что колебательное
движение оси симметрии тела относительно набегающего потока
и вращательное движение тела вокруг оси симметрии становятся
взаимозависимыми. Если частоты указанных движений относят-
ся как целые простые числа, то возникает резонанс. Резонансы,
сохраняющиеся в течение достаточно большого промежутка вре-
мени, могут привести к значительным возмущениям параметров
траектории спуска в атмосфере: увеличению амплитуды колеба-
ний угла атаки, росту перегрузки, раскрутки аппарата вокруг его
продольной оси и другим нежелательным последствиям.
Исследованию поведения систем при резонансе посвящены

работы В.И. Арнольда, Н.Н. Боголюбова, Ю.А. Митропольско-
го, В.Ф. Журавлёва, Д.М. Климова, Н.Н. Моисеева, М.М. Ха-
паева, Ф.Л. Черноусько, В.А. Ярошевского и других авторов.
В предлагаемой монографии рассматривается движение тела

с малой асимметрией в общей нелинейной постановке при отсут-
ствии ограничений на компоненты угловой скорости и величину
пространственного угла атаки.
В гл. 1 описываются аэродинамические силы и моменты, дей-

ствующие на тела при спуске в атмосфере. Приводятся различ-
ные виды уравнений движения тела с малой асимметрией, удоб-
ные для анализа движения и получения приближённых решений.
В гл. 2 рассматривается невозмущённое движение тела и по-

лучены аналитические решения, пригодные для построения при-
ближённых решений уравнений возмущённого движения при
наличии малых аэродинамических и инерционных моментов, свя-
занных с отличием тела от идеального тела вращения, а также
возмущений, обусловленных медленно меняющимися параметра-
ми движения центра масс тела.
В гл. 3 на основе асимптотических методов получены усред-

нённые уравнения возмущённого движения осесимметричного
тела и найдены их приближённые аналитические решения.
В гл. 4 проведён нелинейный анализ движения асимметрич-

ных тел в окрестности резонанса: исходные нелинейные уравне-
ния движения приведены к стандартной двухчастотной форме,
показана возможность существования резонансов различных по-
рядков, исследована устойчивость резонансов.

Введение 7

В гл. 5 рассматривается идентификация характеристик вра-
щательного движения и параметров тела по результатам измере-
ний, основанная на использовании первых интегралов движения
или медленно меняющихся функций, зависящих от компонентов
вектора измерений.
Автор выражает искреннюю благодарность члену-корреспон-

денту РАН, профессору В.А. Ярошевскому и доктору физико-
математических наук Л.Д. Акуленко за постоянное внимание
к его исследованиям; профессору В.Л. Балакину и кандидату
технических наук А.В. Дорошину за помощь в подготовке руко-
писи.
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cx, cy, cz — коэффициенты аэродинамических сил;
cτ , cn — коэффициенты тангенциальной и нормальной аэродина-
мических сил;

G — с точностью до множителя проекция вектора кинетического
момента на направление скорости;

R — с точностью до множителя проекция вектора кинетического
момента на продольную ось;

‖I‖ — тензор инерции тела;
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— безразмерные центробежные моменты

инерции;

Δi = Iz − Iy
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— безразмерная разность поперечных моментов
инерции;

m — масса;
l — характерный размер тела;
k — модуль эллиптических функций;
K — вектор кинетического момента;
m◦ — коэффициент статического момента;
mα = m◦ + xT cn — коэффициент восстанавливающего момента;
Mα = mαqS l/I — с точностью до множителя восстанавливаю-
щий момент;

S — характерная площадь, например, площадь миделевого се-
чения;

T — период;
xT , yT , zT — безразмерные координаты центра масс тела в свя-
занной системе координат OXY Z;

y — фаза колебаний угла атаки;
z — вектор медленно меняющихся параметров;
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ωx, ωy, ωz — компоненты угловой скорости в связанной системе
координат OXY Z;

αпр (α) — пространственный угол атаки;
αmin, αmax — амплитудные значения пространственного угла
атаки;

γa (ψ) — угол скоростного крена (угол прецессии);
α, β — углы атаки и скольжения;
ϕn (ϕ) — угол аэродинамического крена (угол собственного вра-
щения);

ϕ, ϕ̃ — вековая и периодическая составляющие угла собственно-
го вращения;

λ(z) — средняя частота собственного вращения;
ω (z) — частота колебаний пространственного угла атаки;
ε — малый параметр;
t — время;
Δ(z) = mω(z) − nλ(z) — частотная расстройка;
OXY Z — связанная с телом система координат;
Oxnynzn, Oxvyvzv — системы координат, связанные с простран-
ственным углом атаки;

ρ — плотность газа;
V — величина скорости;
H — высота;
q = ρV 2/2 — скоростной напор;
g — ускорение свободного падения.
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ДВИЖЕНИЕ ТВЁРДОГО ТЕЛА В АТМОСФЕРЕ

В этой главе рассматриваются аэродинамические силы и мо-
менты, действующие на тела при спуске в атмосфере, показана
зависимость коэффициентов этих сил и моментов от положения
тела относительно набегающего потока. Приведены различные
типы уравнений движения тела относительно центра масс при
спуске в атмосфере. Анализируется влияние начальных условий
на границе атмосферы на характер движения тела на атмосфер-
ном участке и получено условие, при выполнении которого мож-
но считать поступательное движение (движение центра масс)
медленным по сравнению с вращательным (движение тела отно-
сительно центра масс), что позволяет воспользоваться методами
теории возмущений при поиске приближённых решений.
Из всего известного многообразия форм уравнений движения

и связанных с ними кинематических параметров выбраны те,
которые позволяют проводить аналитические исследования. Так,
при решении задачи о движении тела в линейной постановке
используется система уравнений, записанная в связанных коор-
динатах. Для тел, имеющих плоскость симметрии, приводятся
уравнения движения в полусвязанной системе координат. Для
осесимметричных или близких к ним телам выводятся уравнения
движения в координатах, связанных с пространственным углом
атаки.

1.1. Основные силы и моменты, действующие на тело
при спуске в атмосфере

На тело, находящееся в потоке воздуха или газа, действу-
ет аэродинамическая сила F и аэродинамический момент M.
Введём в рассмотрение связанную с телом систему координат
OXY Z. Направление оси OX, называемой продольной осью, вы-
бирается, как правило, близким к расчётному направлению ско-
рости полёта и совпадает с осью симметрии тела, если она имеет

1.1. Основные силы и моменты, действующие на тело при спуске 11

место. В случае, когда тело обладает плоскостью симметрии, ось
OY , называемая нормальной осью, лежит в этой плоскости, а ось
OZ, называемая поперечной осью, перпендикулярна плоскости
симметрии тела. Векторы аэродинамической силы F и аэродина-
мического момента M могут быть представлены в проекциях на
оси связанной системы координат OXY Z:

F = −Xi + Y j + Zk,
M = Mxi +Myj +Mzk,

где i, j,k — соответствующие единичные вектора.
Проекции этих векторов выражаются в следующем виде:

X = cx
ρV 2

2
S, Y = cy

ρV 2

2
S, Z = cz

ρV 2

2
S,

Mx = mx
ρV 2

2
Sl, My = my

ρV 2

2
Sl, Mz = mz

ρV 2

2
Sl,

где cx, cy, cz — коэффициенты аэродинамических сил; mx, my,
mz — коэффициенты аэродинамических моментов; ρ — плот-
ность воздуха или газа; V — величина скорости полёта отно-
сительно воздуха или газа; l — характерный размер тела; S —
характерная площадь, например, площадь миделевого сечения.
Коэффициенты аэродинамических сил и моментов зависят от

ориентации вектора скорости относительно тела, числа Маха M
(M = V/a, где a — скорость звука), числа Рейнольдса Re (Re =
= ρV l/μ, где μ — коэффициент вязкости), безразмерных угловых
скоростей ωx = ωxl/V , ωy = ωyl/V , ωz = ωzl/V и других пара-
метров.
Учитывая обилие факторов, от которых зависят аэродинами-

ческие коэффициенты, очень важно найти компромисс между
требованиями к точности задания аэродинамических коэффици-
ентов и требованием достаточно простой, физически обоснован-
ной аппроксимации этих коэффициентов [43].
В задачах динамики спуска тел в атмосфере используются,

как правило, два способа задания положения вектора скорости
относительно тела: с помощью угла атаки α и угла скольжения β
или посредством пространственного угла атаки αn и аэродина-
мического угла крена ϕn.
Первый способ применяется при рассмотрении движения тел,

имеющих плоскость симметрии, а второй — для тел, близких
к осесимметричным.
Рассмотрим сначала случай, когда тело динамически симмет-

рично и осью симметрии является ось OX связанной системы
координат OXY Z. Мы рассматриваем связанную систему коор-



Гл а в а 1

ДВИЖЕНИЕ ТВЁРДОГО ТЕЛА В АТМОСФЕРЕ

В этой главе рассматриваются аэродинамические силы и мо-
менты, действующие на тела при спуске в атмосфере, показана
зависимость коэффициентов этих сил и моментов от положения
тела относительно набегающего потока. Приведены различные
типы уравнений движения тела относительно центра масс при
спуске в атмосфере. Анализируется влияние начальных условий
на границе атмосферы на характер движения тела на атмосфер-
ном участке и получено условие, при выполнении которого мож-
но считать поступательное движение (движение центра масс)
медленным по сравнению с вращательным (движение тела отно-
сительно центра масс), что позволяет воспользоваться методами
теории возмущений при поиске приближённых решений.
Из всего известного многообразия форм уравнений движения

и связанных с ними кинематических параметров выбраны те,
которые позволяют проводить аналитические исследования. Так,
при решении задачи о движении тела в линейной постановке
используется система уравнений, записанная в связанных коор-
динатах. Для тел, имеющих плоскость симметрии, приводятся
уравнения движения в полусвязанной системе координат. Для
осесимметричных или близких к ним телам выводятся уравнения
движения в координатах, связанных с пространственным углом
атаки.

1.1. Основные силы и моменты, действующие на тело
при спуске в атмосфере

На тело, находящееся в потоке воздуха или газа, действу-
ет аэродинамическая сила F и аэродинамический момент M.
Введём в рассмотрение связанную с телом систему координат
OXY Z. Направление оси OX, называемой продольной осью, вы-
бирается, как правило, близким к расчётному направлению ско-
рости полёта и совпадает с осью симметрии тела, если она имеет

1.1. Основные силы и моменты, действующие на тело при спуске 11

место. В случае, когда тело обладает плоскостью симметрии, ось
OY , называемая нормальной осью, лежит в этой плоскости, а ось
OZ, называемая поперечной осью, перпендикулярна плоскости
симметрии тела. Векторы аэродинамической силы F и аэродина-
мического момента M могут быть представлены в проекциях на
оси связанной системы координат OXY Z:

F = −Xi + Y j + Zk,
M = Mxi +Myj +Mzk,

где i, j,k — соответствующие единичные вектора.
Проекции этих векторов выражаются в следующем виде:

X = cx
ρV 2

2
S, Y = cy

ρV 2

2
S, Z = cz

ρV 2

2
S,

Mx = mx
ρV 2

2
Sl, My = my

ρV 2

2
Sl, Mz = mz

ρV 2

2
Sl,

где cx, cy, cz — коэффициенты аэродинамических сил; mx, my,
mz — коэффициенты аэродинамических моментов; ρ — плот-
ность воздуха или газа; V — величина скорости полёта отно-
сительно воздуха или газа; l — характерный размер тела; S —
характерная площадь, например, площадь миделевого сечения.
Коэффициенты аэродинамических сил и моментов зависят от

ориентации вектора скорости относительно тела, числа Маха M
(M = V/a, где a — скорость звука), числа Рейнольдса Re (Re =
= ρV l/μ, где μ — коэффициент вязкости), безразмерных угловых
скоростей ωx = ωxl/V , ωy = ωyl/V , ωz = ωzl/V и других пара-
метров.
Учитывая обилие факторов, от которых зависят аэродинами-

ческие коэффициенты, очень важно найти компромисс между
требованиями к точности задания аэродинамических коэффици-
ентов и требованием достаточно простой, физически обоснован-
ной аппроксимации этих коэффициентов [43].
В задачах динамики спуска тел в атмосфере используются,

как правило, два способа задания положения вектора скорости
относительно тела: с помощью угла атаки α и угла скольжения β
или посредством пространственного угла атаки αn и аэродина-
мического угла крена ϕn.
Первый способ применяется при рассмотрении движения тел,

имеющих плоскость симметрии, а второй — для тел, близких
к осесимметричным.
Рассмотрим сначала случай, когда тело динамически симмет-

рично и осью симметрии является ось OX связанной системы
координат OXY Z. Мы рассматриваем связанную систему коор-



12 Гл. 1. Движение твёрдого тела в атмосфере

динат OXY Z с началом в центре масс твёрдого тела, распо-
ложенную таким образом, что центробежный момент инерции
тела Iyz = 0, а ось OX — продольная ось тела. Наряду с си-
стемой координат OXY Z введём ещё три системы (рис. 1.1):
траекторную OXkYkZk, скоростную OXaYaZa и систему коор-
динат, связанную с пространственным углом атаки, OXnYnZn.
В траекторной системе координат ось OXk совпадает с векто-
ром скорости тела и осью OXa при отсутствии ветра; начало
координат лежит в центре масс тела, ось OYk располагается
в местной вертикальной плоскости и направлена вверх от по-
верхности планеты, а ось OZk дополняет систему до правой.
Скоростная система координат OXaYaZa повёрнута относитель-
но траекторной OXkYkZk вокруг оси OXk на угол скоростного
крена γa. В системе координат, связанной с пространственным
углом атаки, OXnYnZn ось OXn совпадает с продольной осью
тела, ось OYn лежит в плоскости, которая образована продольной
осью и вектором скорости. Связь между траекторной системы
координат OXkYkZk и связанной OXY Z осуществляется с по-
мощью углов Эйлера: угла прецессии — угла скоростного кре-
на γa, угла нутации — пространственного угла атаки αn и угла
собственного вращения — угла аэродинамического крена ϕn.
Взаимное расположение выбранных систем координат показано
на рис. 1.1.
При движении тела в атмосфере на него действуют аэродина-

мические силы и моменты от набегающего потока воздуха. Все
аэродинамические силы обычно приводят к равнодействующей
силе, приложенной в центре давления. Так как центр давления
при движении в атмосфере изменяет своё положение, то в ка-
честве точки приложения аэродинамических сил часто исполь-
зуют какую-либо неподвижную относительно тела точку, доба-
вив соответствующий аэродинамический момент. Для задания
аэродинамических характеристик тел вращения или тел, близ-
ких к ним, удобно использовать систему координат O1XnYnZn,
оси которой получены параллельным переносом осей системы
OXnYnZn в точку O1, а точка O1 есть точка приложения аэро-
динамических сил. Для определённости будем считать, что она
лежит на геометрической оси симметрии в некоторой фиксиро-
ванной точке тела, например, в «носке» (рис. 1.2).
Вектор аэродинамической силы F, действующей на осесим-

метричное тело, лежит в плоскости угла атаки O1XnYn и имеет
проекции на соответствующие оси в виде тангенциальной и нор-
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Рис. 1.1. Взаимное расположение траекторной OXkYkZk, скоростной
OXaYaZa, связанной с пространственным углом атаки OXnYnZn и связанной

OXY Z систем координат

мальной сил

Xn = −cτqS, Yn = cnqS, Zn = 0,

где q = ρV 2/2 — скоростной напор; cτ , cn — коэффициенты
тангенциальной и нормальной аэродинамических сил, которые
являются соответственно чётными и нечётными функциями про-
странственного угла атаки αn.
Знак коэффициента cτ изменён на противоположный, так как

при угле атаки αn = 0 тангенциальная сила направлена в сторо-
ну, противоположную оси O1Xn. Зависимостью коэффициентов
cτ и cn от безразмерных угловых скоростей, как правило, прене-
брегают [43].
Главный аэродинамический момент M, действующий на тело

вращения, зависит в основном от пространственного угла ата-
ки αn и безразмерных угловых скоростей ωxn, ωyn, ωzn. В случае,
когда угловая скорость равна нулю, на тело действует только
статический аэродинамический момент M◦, который перпенди-
кулярен плоскости угла атаки, включающей вектор скорости
и продольную ось тела. Очевидно, что коэффициент статического
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ванной точке тела, например, в «носке» (рис. 1.2).
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тангенциальной и нормальной аэродинамических сил, которые
являются соответственно чётными и нечётными функциями про-
странственного угла атаки αn.
Знак коэффициента cτ изменён на противоположный, так как

при угле атаки αn = 0 тангенциальная сила направлена в сторо-
ну, противоположную оси O1Xn. Зависимостью коэффициентов
cτ и cn от безразмерных угловых скоростей, как правило, прене-
брегают [43].
Главный аэродинамический момент M, действующий на тело

вращения, зависит в основном от пространственного угла ата-
ки αn и безразмерных угловых скоростей ωxn, ωyn, ωzn. В случае,
когда угловая скорость равна нулю, на тело действует только
статический аэродинамический момент M◦, который перпенди-
кулярен плоскости угла атаки, включающей вектор скорости
и продольную ось тела. Очевидно, что коэффициент статического
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Рис. 1.2. Взаимное расположение связанной системы координат OXY Z и
систем координат, связанных с пространственным углом атаки, OXnYnZn

и O1XnYnZn

момента зависит от величины пространственного угла атаки:
m◦ = m◦(αn) и является нечётной функцией пространственного
угла атаки.
Считая безразмерные угловые скорости малыми и ограни-

чиваясь первыми членами тейлоровского разложения, предста-
вим коэффициенты аэродинамических моментов в векторном ви-
де [43]:

mn(αn,ω) ≈ m◦(αn, 0) + ∂mn

∂ω
· ωωωωωωωωω, (1.1)

где mn = (mxn,myn,mzn), ωωωωωωωωω = (ωxn,ωyn,ωzn), m◦(αn, 0) — век-
тор коэффициентов статического аэродинамического момента.
Главный аэродинамический момент M, действующий на тело

вращения, можно представить в виде трёх компонентов по осям
системы координат O1XnYnZn, связанной с пространственным

1.1. Основные силы и моменты, действующие на тело при спуске 15

углом атаки:

Mxn = mxnqSl, Myn = mynqSl, Mzn = mznqSl.

Матрица производных аэродинамических коэффициентов по
безразмерным угловым скоростям ∂mn/∂ω имеет порядок 3 × 3
и зависит от пространственного угла атаки αn. Из соображений
симметрии очевидно, что зависимости mxn и myn от ωzn, а так-
же mzn от ωxn и ωyn являются чётными функциями. Поэтому
четыре элемента матрицы производных равны нулю:

∂mxn

∂ωzn
= ∂myn

∂ωzn
= ∂mzn

∂ωxn
= ∂mzn

∂ωyn
= 0.

Зависимости производных

∂myn

∂ωyn
(αn) и

∂mzn

∂ωzn
(αn)

являются чётными функциями пространственного угла атаки αn,
причём при αn = 0 эти производные совпадают и равны некото-
рому параметру mω, зависящему только от чисел Маха и Рей-
нольдса [43].
Остальные производные, относящиеся либо к коэффициенту

mxn, либо к угловой скорости ωxn, не равны нулю лишь в том
случае, если учитывается влияние сил вязкости. Действительно,
если эти силы пренебрежимо малы, то угловая скорость ωxn

не играет роли, так как перемещение поверхности тела отно-
сительно газа происходит только в касательном направлении.
В то же время, если касательные напряжения на поверхности
тела отсутствуют, то нормальные к поверхности тела вращения
силы проходят через ось симметрии тела и не приводят к появ-
лению крутящего момента Mxn. В том случае, когда эффектами
вязкости пренебречь нельзя, производная ∂mxn/∂ωxn является
чётной функцией от αn, производные ∂mxn/∂ωyn и ∂myn/∂ωxn

являются нечётными функциями от αn. Производная ∂myn/∂ωxn

фактически определяет известный эффект Магнуса [43].
С учётом сделанных замечаний запишем векторное выраже-

ние (1.1) в проекциях на оси, связанной с пространственным
углом атаки системы координат O1XnYnZn:

mxn = mωx
xnωxn +m

ωy
xnωyn,

myn = mωx
ynωxn +m

ωy
ynωyn,

mzn = m◦ +mωz
znωzn.

(1.2)
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Следует иметь в виду, что коэффициенты аэродинамических сил
и моментов, действующих на тело вращения, зависят, в общем
случае, от чисел Маха и Рейнольдса [31, 43].
Рассматривая коэффициенты аэродинамических сил и момен-

тов как компоненты векторов, представим их в проекциях на оси
связанной с пространственным углом атаки системы координат:

cn = −cτ in + cnjn + 0kn,

mn = mxnin +mynjn +mznkn,
(1.3)

где in, jn,kn — единичные векторы в системе коорди-
нат O1XnYnZn.
Аналогичные формулы имеют место и для связанной системы

координат OXY Z

c = −cxi + cyj + czk, m = mxi +myj +mzk, (1.4)

где i, j,k — единичные векторы в системе координат OXY Z.
Учитывая, что связанные оси OY и OZ повёрнуты отно-

сительно осей OYn и OZn на угол аэродинамического крена
ϕn, переход от системы O1XnYnZn к связанной системе OXY Z
осуществляется по формуле[

X
Y
Z

]
= ‖Ac

n‖ ·
[
Xn

Yn
Zn

]
, (1.5)

где

‖Ac
n‖ =

[
1 0 0
0 cosϕn sinϕn
0 − sinϕn cosϕn

]
— матрица перехода от системы O1XnYnZn к связанной системе
OXY Z.
Аэродинамическая асимметрия обусловлена отклонением

внешней поверхности тела от идеальной осесимметричной
формы, которое возникает из-за конструктивных особенностей
тела, технологических погрешностей изготовления, а также
из-за несимметричного обгара теплозащитной поверхности тела
в процессе спуска в атмосфере. Будем задавать аэродинами-
ческую асимметрию в связанной системе координат OXY Z
в виде малых отклонений коэффициентов аэродинамических сил
и моментов:

Δc = −Δcxi + Δcyj + Δczk,

Δm = Δmxi + Δmyj + Δmzk.

1.1. Основные силы и моменты, действующие на тело при спуске 17

Наряду с аэродинамической введём в рассмотрение малую мас-
совую асимметрию, которая характеризуется безразмерным сме-
щением центра масс тела от оси симметрии тела: yT = yT /l,
zT = zT/l. Припишем массово-аэродинамической асимметрии по-
рядок малости ε.
Следует учитывать, что аэродинамические силы и моменты

определены для случая осесимметричных тел. Если центр масс
тела смещён с оси геометрической симметрии тела, то необхо-
димо произвести пересчёт коэффициентов аэродинамических сил
и моментов.
Пусть начало системы координат O1XnYnZn находится на

геометрической оси симметрии в некоторой фиксированной точке
тела, например в носке тела. В связанной системе координат
OXY Z, начало которой лежит в центре масс тела, точка O1
определяется радиус-вектором (рис. 1.2)

rT = xT i + yT j + zTk.

При наличии малой массово-аэродинамической асимметрии ко-
эффициенты аэродинамических сил и моментов в связанной си-
стеме координат OXY Z с учётом формул (1.3)–(1.5) определя-
ются следующими соотношениями:

c = Ac
n · cn + Δc, m = Ac

n · mn + rT × c
l

.

Пренебрегая членами порядка ε2 и выше, запишем эти соотно-
шения в координатной форме отдельно для коэффициентов сил:

cx = cτ + Δcx = cτΣ,
cy = cn cosϕn + Δcy,
cz = −cn sinϕn + Δcz;

(1.6)

и коэффициентов моментов:

mx = mxn − (yT sinϕn + zT cosϕn)cn + Δmx,
my = myn cosϕn + (mzn + xT cn) sinϕn − zT cτ − xT Δcz + Δmy,
mz = −myn sinϕn + (mzn + xT cn) cosϕn + yT cτ + xT Δcy + Δmz,

(1.7)
где xT = xT/l — безразмерное смещение центра масс тела от
«носка» тела. В дальнейшем знак «Σ» в индексе коэффициента
тангенциальной силы будем опускать, имея в виду, что малая
добавка Δcx входит в cτ .



16 Гл. 1. Движение твёрдого тела в атмосфере

Следует иметь в виду, что коэффициенты аэродинамических сил
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mn = mxnin +mynjn +mznkn,
(1.3)

где in, jn,kn — единичные векторы в системе коорди-
нат O1XnYnZn.
Аналогичные формулы имеют место и для связанной системы

координат OXY Z

c = −cxi + cyj + czk, m = mxi +myj +mzk, (1.4)

где i, j,k — единичные векторы в системе координат OXY Z.
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X
Y
Z

]
= ‖Ac

n‖ ·
[
Xn

Yn
Zn

]
, (1.5)

где

‖Ac
n‖ =

[
1 0 0
0 cosϕn sinϕn
0 − sinϕn cosϕn

]
— матрица перехода от системы O1XnYnZn к связанной системе
OXY Z.
Аэродинамическая асимметрия обусловлена отклонением
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c = Ac
n · cn + Δc, m = Ac

n · mn + rT × c
l

.
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где xT = xT/l — безразмерное смещение центра масс тела от
«носка» тела. В дальнейшем знак «Σ» в индексе коэффициента
тангенциальной силы будем опускать, имея в виду, что малая
добавка Δcx входит в cτ .
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Если воспользоваться представлением (1.2) коэффициентов
аэродинамического момента для тела вращения, то форму-
лы (1.7) можно переписать следующим образом:

mx = mωx
xnωxn +m

ωy
xnωyn − (yT sinϕn + zT cosϕn)cn + Δmx,

my = mα sinϕn + (mωx
ynωxn +m

ωy
ynωyn) cosϕn +

+mωz
znωzn sinϕn − zT cτ + Δmy − xT Δcz, (1.8)

mz = mα cosϕn − (mωx
ynωxn +m

ωy
ynωyn) sinϕn +

+mωz
znωzn cosϕn + yT cτ + Δmz + xT Δcy.

Коэффициент в этих формулах

mα = (m◦ + xT cn) (1.9)

можно представить как коэффициент восстанавливающего аэро-
динамического момента, действующего в плоскости простран-
ственного угла атаки и вычисленного относительно центра масс
тела.
Представляет интерес определение коэффициентов аэродина-

мических сил в скоростной и траекторной системах координат.
Для этого целесообразно воспользоваться матрицами перехода,
соответствующими последовательным поворотам на углы Эйле-
ра. Имея в виду поворот на угол аэродинамического крена ϕn
(1.5), два недостающих поворота представим следующим обра-
зом: [

Xn

Yn

Zn

]
= ‖An

a‖ ·
[
Xa

Ya

Za

]
,

[
Xa

Ya

Za

]
= ‖Aa

k‖ ·
[
Xk
Yk
Zk

]
,

где

‖An
a‖ =

[ cosαn sinαn 0
− sinαn cosαn 0
0 0 1

]
— матрица перехода от скоростной системы координат OXaYaZa
к системе O1XnYnZn, связанной с пространственным углом
атаки,

‖Aa
k‖ =

[
1 0 0
0 cos γa sin γa
0 − sin γa cos γa

]
— матрица перехода от траекторной системы координат
OXkYkZk к скоростной системе OXaYaZa.
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Переход от связанной системы координат OXY Z к скорост-
ной системе OXaYaZa есть результат двух поворотов — на угол
скоростного крена ϕn (1.5) и пространственный угол атаки αn,

‖Aa
c‖ = ‖Aa

n‖ · ‖An
c ‖ =

[cosαn − sinαn 0
sinαn cosαn 0
0 0 1

]
·
[
1 0 0
0 cosϕn − sinϕn

0 sinϕn cosϕn

]
,

а переход от связанной системы координат OXY Z к траекторной
OXkYkZk есть результат трёх последовательных эйлеровых по-
воротов,

‖Ak
c‖ = ‖Ak

a‖ · ‖Aa
n‖ · ‖An

c ‖ = ‖Aa
k‖−1 · ‖An

a‖−1 · ‖Ac
n‖−1 =

=

[
1 0 0
0 cos γa − sin γa

0 sin γa cos γa

]
·
[cosαn − sinαn 0
sinαn cosαn 0
0 0 1

]
·×

×
[
1 0 0
0 cosϕn − sinϕn

0 sinϕn cosϕn

]
. (1.10)

Тогда, имея в виду формулы (1.6) для коэффициентов аэроди-
намической силы, записанных в связанной системе координат,
можно легко получить коэффициенты аэродинамической силы
в скоростной системе координат:

cxa = cτ cosαn + cn sinαn + (Δcy cosϕn − Δcz sinϕn) sinαn,
cya = −cτ sinαn + cn cosαn + (Δcy cosϕn − Δcz sinϕn) cosαn,
cza = Δcy sinϕn + Δcz cosϕn

и в траекторной:

cxk = cxa,
cyk = cya cos γa − cza sin γa,
czk = cya sin γa + cza cos γa.

Перейдём к рассмотрению аэродинамического момента, действу-
ющего на тело. Будем полагать вначале, что угловая скорость
тела в связанной системе координат равна нулю (ω = 0). То-
гда статические аэродинамические коэффициенты mx, my, mz
определяются углами атаки и скольжения, числами M и Re и,
в отличие от коэффициентов аэродинамических сил, зависят от
расположения центра масс.
Если центр масс тела смещён с оси симметрии, то коор-

динаты точки O1, лежащей на оси симметрии, определяются
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в связанной системе координат OXY Z радиус-вектором rT . То-
гда к коэффициентам моментов добавляются слагаемые

(m)rT = rT × c,

или в координатной форме

(mx)rT = yT cz − zT cy,
(my)rT = −xT cz − zT cx,
(mz)rT = xT cy + yT cx.

(1.11)

1.2. Уравнения движения произвольного тела

Форма уравнений движения, используемых в численных рас-
чётах или аналитических вычислениях, во многом предопределя-
ет возможность успешного и экономного решения задачи. Есте-
ственно, что каждому варианту постановки задачи соответствует
своя, наиболее рациональная форма записи уравнений. Поэто-
му здесь не будет использована некая универсальная система
уравнений. Так, при решении задачи о движении тела в линей-
ной постановке удобно использовать систему уравнений, запи-
санную в связанных координатах. При исследовании движения
тела с плоскостью симметрии предпочтительнее использовать
уравнения в полусвязанной системе координат, а при изучении
движения осесимметричного тела при больших углах атаки удоб-
но записать уравнения в осях, связанных с пространственным
углом атаки, что облегчает применение аналитических и асимп-
тотических методов. Наконец, для тела произвольной формы,
совершающего свободное движение в атмосфере при произволь-
ных углах атаки, наиболее экономичной, с точки зрения объёма
вычислений при интегрировании, является система уравнений
в направляющих косинусах, которая впервые была представлена
в работе [41].
Запишем полные уравнения движения тела в общем виде:

dK
dt

+ ωωωωωωωωω × K = M, (1.12)

dei

dt
+ ωωωωωωωωω × ei = 0, (1.13)

d2r
dt2

= g+ F
m
, (1.14)

где K = ‖I‖ · ωωωωωωωωω — кинетический момент тела, ‖I‖ — тензор
инерции тела; F, M — векторы аэродинамических силы и мо-
мента; ωωωωωωωωω — вектор угловой скорости; r = xl + ym + zn — радиус-
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вектор положения центра масс в инерциальной системе коор-
динат OuXuYuZu; ei = (l,m,n) — орты инерциальной системы
координат OuXuYuZu; g — вектор гравитационного ускорения;
m — масса тела.
Уравнение (1.12) отражает теорему об изменении кинетиче-

ского момента тела, записанную в связанной с телом системе
координат OXY Z. Уравнение (1.13) устанавливает связь меж-
ду инерциальной системой координат и связанной, а уравне-
ние (1.14) описывает движение центра масс тела в инерциальной
системе координат.
Пусть начало координат системы OuXuYuZu находится в цен-

тре Земли, ось OuZu совпадает с осью вращения Земли и на-
правлена к северному полюсу, а ось OuXu — в точку весеннего
равноденствия (рис. 1.3). Представим вектор абсолютной скоро-
сти центра масс тела Vu в виде следующей суммы:

Vu = V + W + Ω3 × r. (1.15)

Здесь V — скорость тела относительно воздуха (воздушная
скорость); W(u, 0, v) — скорость ветра, задаваемая, как правило,
в нормальной земной системе координат OXgYgZg в виде ши-
ротной и меридиональной составляющих; Ω3 — вектор угловой
скорости Земли:

Ω3 = 0l + 0m + Ω3n.

В силу равенства (1.15) можно записать формулы для проекций
вектора воздушной скорости в геоцентрической системе коор-
динат OuXuYuZu и её модуля, необходимого для вычисления
аэродинамических сил и моментов

Vxr = Vxu + Ω3y + v sinϕ cosλ+ u sinλ,
Vyr = Vyu − Ω3x+ v sinϕ sinλ− u cosλ,
Vzr = Vzu − v cosϕ,

(1.16)

V =
√
V 2xr + V 2yr + V 2zr ,

где λ — долгота, φ — широта.
Уравнение (1.14) в проекциях на оси инерциальной геоцен-

трической системы координат запишется в виде⎡⎢⎣ V̇xu

V̇yu

V̇zu

⎤⎥⎦ = ‖Au
c ‖
m

·
[
Fx

Fy
Fz

]
+

[
gxu

gyu
gzu

]
= Vxu,

[
ẋ
ẏ
ż

]
=

[
Vxu

Vyu
Vzu

]
,
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Запишем полные уравнения движения тела в общем виде:

dK
dt

+ ωωωωωωωωω × K = M, (1.12)

dei

dt
+ ωωωωωωωωω × ei = 0, (1.13)

d2r
dt2

= g+ F
m
, (1.14)

где K = ‖I‖ · ωωωωωωωωω — кинетический момент тела, ‖I‖ — тензор
инерции тела; F, M — векторы аэродинамических силы и мо-
мента; ωωωωωωωωω — вектор угловой скорости; r = xl + ym + zn — радиус-
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вектор положения центра масс в инерциальной системе коор-
динат OuXuYuZu; ei = (l,m,n) — орты инерциальной системы
координат OuXuYuZu; g — вектор гравитационного ускорения;
m — масса тела.
Уравнение (1.12) отражает теорему об изменении кинетиче-

ского момента тела, записанную в связанной с телом системе
координат OXY Z. Уравнение (1.13) устанавливает связь меж-
ду инерциальной системой координат и связанной, а уравне-
ние (1.14) описывает движение центра масс тела в инерциальной
системе координат.
Пусть начало координат системы OuXuYuZu находится в цен-

тре Земли, ось OuZu совпадает с осью вращения Земли и на-
правлена к северному полюсу, а ось OuXu — в точку весеннего
равноденствия (рис. 1.3). Представим вектор абсолютной скоро-
сти центра масс тела Vu в виде следующей суммы:

Vu = V + W + Ω3 × r. (1.15)

Здесь V — скорость тела относительно воздуха (воздушная
скорость); W(u, 0, v) — скорость ветра, задаваемая, как правило,
в нормальной земной системе координат OXgYgZg в виде ши-
ротной и меридиональной составляющих; Ω3 — вектор угловой
скорости Земли:

Ω3 = 0l + 0m + Ω3n.

В силу равенства (1.15) можно записать формулы для проекций
вектора воздушной скорости в геоцентрической системе коор-
динат OuXuYuZu и её модуля, необходимого для вычисления
аэродинамических сил и моментов

Vxr = Vxu + Ω3y + v sinϕ cosλ+ u sinλ,
Vyr = Vyu − Ω3x+ v sinϕ sinλ− u cosλ,
Vzr = Vzu − v cosϕ,

(1.16)

V =
√
V 2xr + V 2yr + V 2zr ,

где λ — долгота, φ — широта.
Уравнение (1.14) в проекциях на оси инерциальной геоцен-

трической системы координат запишется в виде⎡⎢⎣ V̇xu

V̇yu

V̇zu

⎤⎥⎦ = ‖Au
c ‖
m

·
[
Fx

Fy
Fz

]
+

[
gxu

gyu
gzu

]
= Vxu,

[
ẋ
ẏ
ż

]
=

[
Vxu

Vyu
Vzu

]
,
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Рис. 1.3. Взаимное расположение геоцентрической и нормальной систем коор-
динат

где Vxu, Vyu, Vzu — проекции абсолютной скорости тела на оси
инерциальной системы координат; gxu, gyu, gzu — проекции век-
тора гравитационного ускорения на те же оси; ‖Au

c ‖ — матрица
направляющих косинусов:

‖Au
c ‖ =

[
lx ly lz
mx my mz

nx ny nz

]
. (1.17)

Орты инерциальной системы координат в проекциях на оси
связанной системы координат OXY Z определяются с помощью
матрицы (1.17): [ l

m
n

]
= ‖Au

c ‖ ·
[ i

j
k

]
.

Три векторных кинематических дифференциальных уравнения
для направляющих косинусов (1.13) могут быть заменены на де-
вять скалярных дифференциальных уравнений. Однако следует
учитывать, что только три направляющих косинуса из девяти
являются независимыми (как и три независимых угла Эйлера),
а остальные шесть могут быть определены из условий орто-
гональности инерциальной системы координат. Так, скалярное
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произведение единичных векторов l, m и n самих на себя и по-
парное их скалярное произведение даёт шесть алгебраических
соотношений вида

(l · l) = 1, (m · m) = 1, (n · n) = 1,

(l ·m) = 0, (l · n) = 0, (m · n) = 0.

С другой стороны, в силу условий ортогональности указанные
орты связаны и тремя векторными произведениями

n = l ×m, m = n × l, l = m × n.

Следовательно, направляющие косинусы связывают девять диф-
ференциальных и пятнадцать алгебраических уравнений. С точ-
ки зрения объёма вычислений и однозначной трактовки резуль-
тата, как правило, используют шесть дифференциальных и три
алгебраических уравнения, получаемых из следующих трёх век-
торных уравнений:

l̇ = l× ωωωωωωωωω, ṁ = m × ωωωωωωωωω, n = l × m.

Перейдём к построению последней группы уравнений — ди-
намических уравнений вращательного движения тела. Имея в
виду, что эллипсоид инерции тела не изменяется в процессе
движения, разрешим уравнение (1.12) относительно производной
абсолютной угловой скорости по времени

dωωωωωωωωω
dt

= ‖I‖−1 (M + (‖I‖ · ωωωωωωωωω) × ωωωωωωωωω) . (1.18)

Здесь ‖I‖−1 — обращённый тензор инерции, определяемый сле-
дующей матрицей:

‖I‖−1 = 1
Δ

⎡⎣ IyIz − I2yz IzIxy + IyzIxz IyIxz + IxyIyz

IzIxy + IyzIxz IxIz − I2xz IxIyz + IxyIxz

IyIxz + IxyIyz IxIyz + IxyIxz IxIy − I2xy

⎤⎦ ,
где Δ = IxIyIz − 2IxyIxzIyz − IxI2yz − IyI2xz − IzI2xy.
Векторное уравнение (1.18) можно представить в проекциях

на связанные оси координат:⎡⎣ ω̇x

ω̇y

ω̇z

⎤⎦ = ‖I‖−1 ·

⎡⎢⎣ M
Σ
x

MΣ
y

MΣ
z

⎤⎥⎦ , (1.19)
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Σ
x
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где

MΣ
x = Mx + (Iy − Iz)ωyωz + Ixzωxωy − Ixyωxωz + Iyz(ω2y − ω2z),

MΣ
y = My + (Iz − Ix)ωxωz + Ixyωyωz − Iyzωxωy + Ixz(ω2z − ω2x),

MΣ
z = Mz + (Ix − Iy)ωxωy + Iyzωxωz − Ixzωyωz + Ixy(ω2x − ω2y).

После того как выписана полная система уравнений движения
твёрдого тела в атмосфере, как в векторном, так и в скалярном
виде, следует привести формулы для параметров движения, тре-
буемых при определении аэродинамических характеристик тела.
Так, для вычисления демпфирующих моментов необходимо

знание проекций вектора угловой скорости тела относительно
воздуха на связанные оси, а результатом интегрирования ди-
намических уравнений вращательного движения (1.19) являют-
ся вектор абсолютной угловой скорости или его проекции на
связанные оси. Между абсолютной и относительной угловыми
скоростями существует связь:

ωωωωωωωωω = ωωωωωωωωωr + Ω3,

где ωωωωωωωωωr — угловая скорость тела относительно воздушного потока.
Проекции относительной угловой скорости тела на связанные

оси имеют вид

ωxr = ωx − Ω3nx, ωyr = ωy − Ω3ny, ωzr = ωz − Ω3nz.

Для нахождения углов, определяющих ориентацию вектора ско-
рости относительно тела, следует первоначально вычислить про-
екции этой скорости на связанные оси, что нетрудно сделать,
имея вектор воздушной скорости, заданный в проекциях на инер-
циальные оси (1.16):[

Vx

Vy

Vz

]
= ‖Ac

u‖ ·
[
Vxr

Vyr

Vzr

]
.

Матрицу ‖Ac
u‖ можно получить с помощью матрицы направляю-

щих косинусов:

‖Ac
u‖ = ‖Au

c ‖−1 =

= 1
Δc
u

∥∥∥∥∥ mynz −mzny −lynz + lzny lymz − lzmy
−mxnz +mznx lxnz − lznx −lxmz + lzmx

mxny −mynx −lxny + lynx lxmy − lymx

∥∥∥∥∥ ,
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где

Δc
u = lxmynz − lxmzny − lymxnz + lzmxny + lymznx − lzmynx.

В зависимости от формы задания аэродинамических харак-
теристик, вектор скорости V = Vxi + Vyj + Vzk относительно
тела определяется двумя парами углов: пространственным углом
атаки αn и углом скоростного крена ϕn (рис. 1.1), или плоским
углом атаки α и углом скольжения β (рис. 1.4).
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Рис. 1.4. Взаимное расположение связанной и полусвязанной систем координат

Расчётные формулы для этих углов имеют вид

sinαn =

√
V 2y + V 2z

V
, cosαn = Vx

V
,

sinϕn = Vz√
V 2y + V 2z

, cosϕn = − Vy√
V 2y + V 2z

,

sinα = − Vy√
V 2x + V 2y

, cosα = Vx√
V 2x + V 2y

,

sinβ = Vz

V
, cosβ =

√
V 2x + V 2y

V
,
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где V =
√
V 2x + V 2y + V 2z — модуль воздушной скорости.
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Рис. 1.5. Взаимное расположение траекторной и нормальной систем координат

В ряде случаев имеет смысл упростить полные уравнения
движения тела, для этого введём некоторые несущественные,
с точки зрения анализа вращательного движения, допущения.
В задачах о спуске в атмосферу Земли неуправляемых летатель-
ных аппаратов баллистического или полубаллистического типа
можно полагать, что дальность и продолжительность атмосфер-
ного участка невелики по сравнению с орбитальным участком,
в связи с чем Землю можно рассматривать как невращающийся
шар с центральным полем притяжения. Если не ставится специ-
альной задачи, то, как правило, ветровые возмущения также не
учитываются. При указанных допущениях для описания посту-
пательного движения тела целесообразно воспользоваться траек-
торной OXkYkZk и нормальной OXgYgZg системами координат
(рис. 1.5), связь между которыми осуществляется с помощью
двух углов: угла наклона траектории ϑ и угла курса ψa. Уравне-
ния движения центра масс тела можно представить в виде [1]

V̇ = −cxaq
S

m
− g sin ϑ,

ϑ̇ = − 1
V

[
(cya cos γa − cza sin γa)q

S

m
−
(
g− V 2

r

)
cosϑ

]
,
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V ψ̇a cosϑ =

= −
[
(cya sin γa + cza cos γa)

qS

m
− V 2

r
cosϑ cos (ψa − ψa0)tg κб

]
,

κ̇n = L̇n

r
= V

r
cos ϑ cos (ψa − ψa0), (1.20)

κ̇б = L̇б
r

= V

r
cosϑ sin (ψa − ψa0),

Ḣ = V sinϑ,

где r — расстояние до притягивающего центра, κn, κб — соот-
ветственно продольная и боковая угловые дальности; Lб, Ln —
продольная и боковая дальности; ψa0 — начальное значение угла
курса.
Динамические уравнения вращательного движения (1.19)

следует дополнить тремя кинематическими уравнениями. Будем
рассматривать три системы координат: нормальную OXgYgZg,
траекторную OXkYkZk и связанную OXY Z (рис. 1.1 и рис. 1.5).
Траекторная система вращается относительно нормальной с уг-
ловой скоростью

ωxk = ψ̇k sinϑ, ωyk = ψ̇k cosϑ, ωzk = ϑ̇,

найдём проекции этих составляющих, а также угловых скоростей
α̇n, ϕ̇ и γ̇a на связанные оси с использованием матрицы перехода
‖Ac

k‖, которую можно найти как
‖Ac

k‖ = ‖Ac
n‖ · ‖An

a‖ · ‖Aa
k‖,

ωx = γ̇a cosαn + ϕ̇n + ψ̇a (sinϑ cosαn + cosϑ sinαn cos γa) +

+ ϑ̇ sinαn sin γa,

ωy = −
(
γ̇a + ψ̇a sinϑ

)
sinαn cosϕn +

+ ψ̇a cosϑ(cosαn cosϕn cos γa − sinϕn sin γa) +

+ ϑ̇(cosαn cosϕn sin γa + sinϕn cos γa) + α̇n sinϕn,

ωz =
(
γ̇a + ψ̇a sinϑ

)
sinαn sinϕn − ψ̇a cosϑ(cosαn sinϕn cos γa +

+ cosϕn sin γa) + ϑ̇( cosϕn cos γa − cosαn sinϕn sin γa) +

+ α̇n cosϕn.
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где V =
√
V 2x + V 2y + V 2z — модуль воздушной скорости.
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Рис. 1.5. Взаимное расположение траекторной и нормальной систем координат
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с точки зрения анализа вращательного движения, допущения.
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ных аппаратов баллистического или полубаллистического типа
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в связи с чем Землю можно рассматривать как невращающийся
шар с центральным полем притяжения. Если не ставится специ-
альной задачи, то, как правило, ветровые возмущения также не
учитываются. При указанных допущениях для описания посту-
пательного движения тела целесообразно воспользоваться траек-
торной OXkYkZk и нормальной OXgYgZg системами координат
(рис. 1.5), связь между которыми осуществляется с помощью
двух углов: угла наклона траектории ϑ и угла курса ψa. Уравне-
ния движения центра масс тела можно представить в виде [1]
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S

m
− g sin ϑ,

ϑ̇ = − 1
V

[
(cya cos γa − cza sin γa)q

S
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−
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g− V 2
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,
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,
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= V

r
cos ϑ cos (ψa − ψa0), (1.20)

κ̇б = L̇б
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= V

r
cosϑ sin (ψa − ψa0),

Ḣ = V sinϑ,

где r — расстояние до притягивающего центра, κn, κб — соот-
ветственно продольная и боковая угловые дальности; Lб, Ln —
продольная и боковая дальности; ψa0 — начальное значение угла
курса.
Динамические уравнения вращательного движения (1.19)

следует дополнить тремя кинематическими уравнениями. Будем
рассматривать три системы координат: нормальную OXgYgZg,
траекторную OXkYkZk и связанную OXY Z (рис. 1.1 и рис. 1.5).
Траекторная система вращается относительно нормальной с уг-
ловой скоростью

ωxk = ψ̇k sinϑ, ωyk = ψ̇k cosϑ, ωzk = ϑ̇,

найдём проекции этих составляющих, а также угловых скоростей
α̇n, ϕ̇ и γ̇a на связанные оси с использованием матрицы перехода
‖Ac

k‖, которую можно найти как
‖Ac

k‖ = ‖Ac
n‖ · ‖An

a‖ · ‖Aa
k‖,

ωx = γ̇a cosαn + ϕ̇n + ψ̇a (sinϑ cosαn + cosϑ sinαn cos γa) +

+ ϑ̇ sinαn sin γa,

ωy = −
(
γ̇a + ψ̇a sinϑ

)
sinαn cosϕn +

+ ψ̇a cosϑ(cosαn cosϕn cos γa − sinϕn sin γa) +

+ ϑ̇(cosαn cosϕn sin γa + sinϕn cos γa) + α̇n sinϕn,

ωz =
(
γ̇a + ψ̇a sinϑ

)
sinαn sinϕn − ψ̇a cosϑ(cosαn sinϕn cos γa +

+ cosϕn sin γa) + ϑ̇( cosϕn cos γa − cosαn sinϕn sin γa) +

+ α̇n cosϕn.
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Подставим в эти формулы уравнения для ϑ̇ и ψ̇ из систе-
мы (1.20), при этом для больших скоростей полёта будем прене-
брегать неаэродинамическими силами и окончательно запишем

ωx = γ̇a cosαn + ϕ̇n − (λy sinϕn + λz cosϕn) . sinαn,

ωy = (α̇n + λa) sinϕn − γ̇a sinαn cosϕn − λz cosαn,

ωz = (α̇n + λa) cosϕn + γ̇a sinαn sinϕn + λy cosαn,

(1.21)

где
λa = cyaqS

mV
, λy = ΔcyqS

mV
, λz = ΔczqS

mV
.

Разрешим кинематические уравнения (1.21) относительно пер-
вых производных эйлеровых углов

α̇n = ωy sinϕn + ωz cos ϕn − λa + (−λy cos ϕn + λz sinϕn) ·×
× cosαn,

γ̇a = −ωy cosϕn + ωz sinϕn

sinαn
− (λy sinϕn + λz cos ϕn) ctgαn,

ϕ̇n = ωx − γ̇a cosαn + (λy sinϕn + λz cos ϕn) · sinαn.

(1.22)

Таким образом шесть уравнений движения центра масс (1.20)
и шесть уравнений движения относительно центра масс (1.19)
и (1.22) составляют полную систему дифференциальных уравне-
ний движения неуправляемого тела при спуске в атмосфере.

1.3. Уравнения движения тела с малой асимметрией

Уравнения движения тела в атмосфере (1.19)–(1.22) являют-
ся достаточно сложными для проведения каких-либо аналити-
ческих исследований и поиска решений, поэтому для частного
в некотором смысле случая целесообразно построить новую си-
стему уравнений. Тела, предназначенные для спуска в атмосферу
с орбиты искусственного спутника планеты, как правило, явля-
ются осесимметричными. Из-за конструктивных особенностей,
технологических погрешностей при изготовлении и неравномер-
ного обгара теплозащитного покрытия возникает малая асиммет-
рия, поэтому есть смысл использовать это обстоятельство для
упрощения уравнений движения. Будем пренебрегать влиянием
подъёмной силы на изменение угла наклона траектории ϑ, по-
скольку на достаточно большом промежутке времени, равном
периоду полного оборота продольной оси аппарата по конусу
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прецессии, осреднённое значение подъёмной силы обращается
в нуль. Систему уравнений движения центра масс тела (1.20)
перепишем в виде

dV

dt
= −cxa

qS

m
− g sinϑ,

dϑ

dt
= −cosϑ

V

(
g− V 2

r

)
,

dH

dt
= V sinϑ.

(1.23)

Оставим в рассмотрении только две системы координат: тра-
екторную OXkYkZk и связанную систему OXY Z. Переход от
траекторной к связанной системе можно осуществить с помо-
щью трёх углов Эйлера (рис. 1.1): угла скоростного крена γa

(прецессия), пространственного угла атаки αn (нутация) и угла
аэродинамического крена ϕn (собственное вращение). Связан-
ная система координат OXY Z в общем случае не является
главной, и геометрия масс определяется шестью компонентами
тензора инерции: тремя осевыми моментами инерции Ix, Iy, Iz
и тремя центробежными Ixy, Iyz, Ixz. Имеет смысл, не нарушая
общности, сократить число центробежных моментов инерции за
счёт поворота связанной системы координат вокруг одной из
собственных осей. Обозначим в качестве исходной связанную
систему OX ′Y ′Z ′, в которой все шесть компонентов тензора
инерции не равны нулю, и повернём её вокруг оси OX ′ на
некоторый угол χ. Положение произвольной точки в полученной
в результате поворота новой системе координат OXY Z опреде-
ляется по следующим формулам:

x = x′,

y = y′ cosχ+ z′ sin χ,

z = −y′ sinχ+ z′ cosχ.

Формулы пересчёта для моментов инерции тела в системе
OXY Z через моменты инерции в исходной системе OX ′Y ′Z ′
имеют вид
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dV
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dt
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r

)
,

dH

dt
= V sinϑ.
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Оставим в рассмотрении только две системы координат: тра-
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траекторной к связанной системе можно осуществить с помо-
щью трёх углов Эйлера (рис. 1.1): угла скоростного крена γa

(прецессия), пространственного угла атаки αn (нутация) и угла
аэродинамического крена ϕn (собственное вращение). Связан-
ная система координат OXY Z в общем случае не является
главной, и геометрия масс определяется шестью компонентами
тензора инерции: тремя осевыми моментами инерции Ix, Iy, Iz
и тремя центробежными Ixy, Iyz, Ixz. Имеет смысл, не нарушая
общности, сократить число центробежных моментов инерции за
счёт поворота связанной системы координат вокруг одной из
собственных осей. Обозначим в качестве исходной связанную
систему OX ′Y ′Z ′, в которой все шесть компонентов тензора
инерции не равны нулю, и повернём её вокруг оси OX ′ на
некоторый угол χ. Положение произвольной точки в полученной
в результате поворота новой системе координат OXY Z опреде-
ляется по следующим формулам:

x = x′,

y = y′ cosχ+ z′ sin χ,

z = −y′ sinχ+ z′ cosχ.

Формулы пересчёта для моментов инерции тела в системе
OXY Z через моменты инерции в исходной системе OX ′Y ′Z ′
имеют вид
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Ix = I ′x,

Iy = I ′y cos2 χ+ I ′z sin2 χ+ −I ′yz sin 2χ,

Iz = I ′y sin2 χ+ I ′z cos2 χ+ I ′yz sin 2χ,

Ixy = I ′xy cosχ+ I ′xz sinχ,

Iyz = I ′yz cos 2χ− 1
2

(
I ′z − I ′y

)
sin 2χ = 0,

Ixz = I ′xz cosχ− I ′xy sinχ.

(1.24)

Из предпоследней формулы следует, что величина искомого угла
поворота равна

χ = 1
2

arctg
2 I ′yz

I ′z − I ′y
.

Имея в виду формулы пересчёта (1.24), тензор инерции тела
далее будем определять пятью компонентами

‖I‖ =

[
Ix −Ixy −Ixz

−Ixy Iy 0
−Ixz 0 Iz

]
.

Под малой асимметрией будем понимать, во-первых, смещение
центра масс с оси геометрической симметрии (yТ �= 0, zТ �= 0);
во-вторых, несовпадение поперечных моментов инерции тела
(Iy �= Iz) и перекос главных центральных осей инерции отно-
сительно осей связанной системы координат (Ixy �= 0, Ixz �= 0);
в-третьих, аэродинамическую асимметрию.
Пусть поперечные моменты отличаются от среднего попереч-

ного момента на малые величины

I = Iy + Iz
2

, Iy = I − Δi

2
I, Iz = I + Δi

2
I,

где малая величина Δi = (Iz − Iy)/I — безразмерная разность
поперечных моментов инерции.
Введём в рассмотрение вектор асимметрии Δξ, компонентам

которого припишем порядок малости ε

Δξ = (yT , zT ,Δi, Ixy, Ixz,Δmx,Δmy,Δmz) = 0(ε),

где Ixy = Ixy/I, Ixz = Ixz/I — безразмерные центробежные
моменты инерции; Δmx, Δmy, Δmz — коэффициенты малых
возмущающих аэродинамических моментов. Отметим, что коэф-
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фициенты малых аэродинамических сил Δcx, Δcy, Δcz входят
в коэффициенты возмущающих моментов Δmx, Δmy, Δmz.
Перепишем уравнения вращательного движения (1.19), со-

храняя только линейные члены от асимметрии

ω̇x = Mx

Ix
− Δiωyωz

Ix
+ Ixy

(
My

Ix
− ωxωz

)
+ Ixz(

Mz

Ix
+ ωxωy),

ω̇y = My

I
+ (1− Ix)ωxωz + Δiωxωz + Ixyωyωz + Ixz(ω2z − ω2x),

ω̇z = Mz

I
− (1− Ix)ωxωy + Δiωxωy − Ixzωyωz − Ixy(ω2y − ω2x),

(1.25)
где Ix = Ix/I. Коэффициенты полного аэродинамического момен-
та для тела с малой аэродинамической асимметрией определяют-
ся формулами (1.8).
Рассмотрим кинематические уравнения (1.22), разрешённые

относительно производных углов Эйлера. Продифференцируем
эти уравнения по времени и исключим из них угловые ско-
рости ωy, ωz и их производные в силу кинематических (1.21)
и динамических (1.25) уравнений. В результате получим полную
систему уравнений, описывающих движение относительно цен-
тра масс, тела с малой асимметрией:

α̈n + γ̇a sinαn(Ixωx − γ̇a cosαn) −Mα(αn, z) = εΦα(αn,ϕn, z),

γ̈a sinαn + (α̇n + α̇a)γ̇a cosαn − (α̇n + λa)Ixωx = εΦγ(αn,ϕn, z),

ω̇x = 1
Ix
εΦωx(αn,ϕn, z),

(1.26)

ϕ̇n = ωx − γ̇a cosαn + (λy sinϕn + λz cosϕn) sinαn.

Здесь

εΦν = Dν
0 (αn, z) +Dν

1 (αn, z) sinϕn +Dν
2 (αn, z) cosϕn +

+Dν
3 (αn, z) sin 2ϕn +Dν

4 (αn, z) cos 2ϕn

— 2π-периодическая функция пространственного угла атаки
и угла собственного вращения, z = (ωx,V ,H) — вектор медленно
меняющихся параметров, ν = α,ωx, γ. Коэффициенты Dν

i опре-
деляются через характеристики тела и параметры движения:

Dα
0 =

(
mωz

zn l
2

I
− cαya

m

)
qSα̇n

V
+ Δi

2
(hIxωx −Mα),
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Ix = I ′x,

Iy = I ′y cos2 χ+ I ′z sin2 χ+ −I ′yz sin 2χ,

Iz = I ′y sin2 χ+ I ′z cos2 χ+ I ′yz sin 2χ,

Ixy = I ′xy cosχ+ I ′xz sinχ,

Iyz = I ′yz cos 2χ− 1
2

(
I ′z − I ′y

)
sin 2χ = 0,

Ixz = I ′xz cosχ− I ′xy sinχ.

(1.24)

Из предпоследней формулы следует, что величина искомого угла
поворота равна

χ = 1
2

arctg
2 I ′yz

I ′z − I ′y
.

Имея в виду формулы пересчёта (1.24), тензор инерции тела
далее будем определять пятью компонентами

‖I‖ =

[
Ix −Ixy −Ixz

−Ixy Iy 0
−Ixz 0 Iz

]
.

Под малой асимметрией будем понимать, во-первых, смещение
центра масс с оси геометрической симметрии (yТ �= 0, zТ �= 0);
во-вторых, несовпадение поперечных моментов инерции тела
(Iy �= Iz) и перекос главных центральных осей инерции отно-
сительно осей связанной системы координат (Ixy �= 0, Ixz �= 0);
в-третьих, аэродинамическую асимметрию.
Пусть поперечные моменты отличаются от среднего попереч-

ного момента на малые величины

I = Iy + Iz
2

, Iy = I − Δi

2
I, Iz = I + Δi

2
I,

где малая величина Δi = (Iz − Iy)/I — безразмерная разность
поперечных моментов инерции.
Введём в рассмотрение вектор асимметрии Δξ, компонентам

которого припишем порядок малости ε

Δξ = (yT , zT ,Δi, Ixy, Ixz,Δmx,Δmy,Δmz) = 0(ε),

где Ixy = Ixy/I, Ixz = Ixz/I — безразмерные центробежные
моменты инерции; Δmx, Δmy, Δmz — коэффициенты малых
возмущающих аэродинамических моментов. Отметим, что коэф-
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фициенты малых аэродинамических сил Δcx, Δcy, Δcz входят
в коэффициенты возмущающих моментов Δmx, Δmy, Δmz.
Перепишем уравнения вращательного движения (1.19), со-

храняя только линейные члены от асимметрии

ω̇x = Mx

Ix
− Δiωyωz

Ix
+ Ixy

(
My

Ix
− ωxωz

)
+ Ixz(

Mz

Ix
+ ωxωy),

ω̇y = My

I
+ (1− Ix)ωxωz + Δiωxωz + Ixyωyωz + Ixz(ω2z − ω2x),

ω̇z = Mz

I
− (1− Ix)ωxωy + Δiωxωy − Ixzωyωz − Ixy(ω2y − ω2x),

(1.25)
где Ix = Ix/I. Коэффициенты полного аэродинамического момен-
та для тела с малой аэродинамической асимметрией определяют-
ся формулами (1.8).
Рассмотрим кинематические уравнения (1.22), разрешённые

относительно производных углов Эйлера. Продифференцируем
эти уравнения по времени и исключим из них угловые ско-
рости ωy, ωz и их производные в силу кинематических (1.21)
и динамических (1.25) уравнений. В результате получим полную
систему уравнений, описывающих движение относительно цен-
тра масс, тела с малой асимметрией:

α̈n + γ̇a sinαn(Ixωx − γ̇a cosαn) −Mα(αn, z) = εΦα(αn,ϕn, z),

γ̈a sinαn + (α̇n + α̇a)γ̇a cosαn − (α̇n + λa)Ixωx = εΦγ(αn,ϕn, z),

ω̇x = 1
Ix
εΦωx(αn,ϕn, z),

(1.26)

ϕ̇n = ωx − γ̇a cosαn + (λy sinϕn + λz cosϕn) sinαn.

Здесь

εΦν = Dν
0 (αn, z) +Dν

1 (αn, z) sinϕn +Dν
2 (αn, z) cosϕn +

+Dν
3 (αn, z) sin 2ϕn +Dν

4 (αn, z) cos 2ϕn

— 2π-периодическая функция пространственного угла атаки
и угла собственного вращения, z = (ωx,V ,H) — вектор медленно
меняющихся параметров, ν = α,ωx, γ. Коэффициенты Dν

i опре-
деляются через характеристики тела и параметры движения:

Dα
0 =

(
mωz

zn l
2

I
− cαya

m

)
qSα̇n

V
+ Δi

2
(hIxωx −Mα),
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Dα
1 = −Ay + Ixyhα̇a + Ixz(h2 − ω2x) +

+ λy(1− Ix)ωx cosαn − λzα̇n sinαn − hλy sinαn,

Dα
2 = Az + Ixy(ω2x − h2) + Ixzhα̇a +

+ λyα̇n sinαn + λz(1− Ix)ωx cosαn − hλz sinαn,

Dα
3 = Δi

2
Ixωxα̇a(2

1
Ix

− 1),

Dα
4 = Δi

2
[Ixωxh (1− 2 1

Ix
) −Mα],

Dγ
0 = −(mωx

ynωx −m
ωy
ynh)qSl

2

V I
− 1
2

ΔiIxωxα̇a,

Dγ
1 = Az + Ixy(ω2x − α̇2a) − Ixzhα̇a +

+ λyα̇n sinαn + λz(1− Ix)ωx cosαn + λyα̇a sinαn,

Dγ
2 = Ay + Ixyhα̇a + Ixz(ω2x − α̇2a) −

− λy(1− Ix)ωx cosαn + λzα̇n sinαn + λzα̇a sinαn,

Dγ
3 = Δi

2
[Ixωxh (1− 2 1

Ix
) −Mα],

Dγ
4 = 1

2
ΔiIxωxα̇a(1− 2 1

Ix
),

Dωx
0 = [(mωx

xnωx −m
ωy
xnh) l

V
+ Δmx]qSl

I
,

Dωx
1 = −yT cnqSl

I
+ Ixy(Mα − Ixωxh) + Ixzα̇aIxωx,

Dωx
2 = −zT cnqSl

I
+ Ixz(Mα − Ixωxh) − Ixyα̇aIxωx,

Dωx
3 = Δi

2
(h2 − α̇2a),

Dωx
4 = Δiα̇ah,

где
Mα = mαqSl

I
, h = γ̇a sinαn, α̇a = α̇n + λa,

Az = (yT cτ + ΔcyxT + Δmz)
qSl

I
,

Ay = (zT cτ + ΔczxT − Δmy)
qSl

I
.
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Заметим, что уравнения (1.26) содержат только линейные члены
от малой асимметрии. Учитывая, что компоненты вектора малой
асимметрии имеют порядок малости ε, из дальнейшего рассмот-
рения исключены члены порядка ε2 и выше. Такими членами,
в частности, являются квадраты разности поперечных моментов
инерции Δi, безразмерных центробежных моментов инерции Ixy

и Ixz, а также произведения безразмерных центробежных мо-
ментов инерции и коэффициентов возмущающих моментов Δmx,
Δmy, Δmz.

1.4. Уравнения движения тела в форме
квазиконсервативной системы с двумя

степенями свободы

При исследовании вращательного движения в атмосфере осе-
симметричного тела с малой асимметрией имеет смысл опираться
на один из классических случаев движения твёрдого тела вокруг
неподвижной точки — случай Лагранжа. На статически устой-
чивое тело действует восстанавливающий аэродинамический мо-
мент, который является нечётной функцией пространственного
угла атаки (угла нутации). Для тела сферической формы этот
момент, как и для волчка Лагранжа, пропорционален синусу
угла атаки. Кроме того, действуют малые возмущающие аэроди-
намические моменты.
Известно, что для случая Лагранжа обобщённые импульсы,

соответствующие углам собственного вращения и прецессии,
являются первыми интегралами движения [38] и представля-
ют собой проекции кинетического момента на ось симметрии
тела и ось прецессии. Имея в виду, что при движении тела
в атмосфере ось прецессии совпадает с направлением вектора
поступательной скорости, представим с точностью до множителя
указанные обобщённые импульсы в следующем виде:

R = Ixωx, (1.27)

G = R cosαn + (−ωy cosϕn + ωz sinϕn) sinαn. (1.28)

Можно предположить, что в силу действующих малых возму-
щений эти величины будут медленно изменяться во времени
при спуске тела в атмосфере. Выберем их в качестве новых
переменных при выводе уравнений вращательного движения.

2 В.С. Асланов
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Dα
1 = −Ay + Ixyhα̇a + Ixz(h2 − ω2x) +

+ λy(1− Ix)ωx cosαn − λzα̇n sinαn − hλy sinαn,

Dα
2 = Az + Ixy(ω2x − h2) + Ixzhα̇a +

+ λyα̇n sinαn + λz(1− Ix)ωx cosαn − hλz sinαn,

Dα
3 = Δi

2
Ixωxα̇a(2

1
Ix

− 1),

Dα
4 = Δi

2
[Ixωxh (1− 2 1

Ix
) −Mα],

Dγ
0 = −(mωx

ynωx −m
ωy
ynh)qSl

2

V I
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2

ΔiIxωxα̇a,

Dγ
1 = Az + Ixy(ω2x − α̇2a) − Ixzhα̇a +

+ λyα̇n sinαn + λz(1− Ix)ωx cosαn + λyα̇a sinαn,

Dγ
2 = Ay + Ixyhα̇a + Ixz(ω2x − α̇2a) −

− λy(1− Ix)ωx cosαn + λzα̇n sinαn + λzα̇a sinαn,

Dγ
3 = Δi

2
[Ixωxh (1− 2 1

Ix
) −Mα],

Dγ
4 = 1

2
ΔiIxωxα̇a(1− 2 1

Ix
),

Dωx
0 = [(mωx

xnωx −m
ωy
xnh) l

V
+ Δmx]qSl

I
,

Dωx
1 = −yT cnqSl

I
+ Ixy(Mα − Ixωxh) + Ixzα̇aIxωx,

Dωx
2 = −zT cnqSl

I
+ Ixz(Mα − Ixωxh) − Ixyα̇aIxωx,

Dωx
3 = Δi

2
(h2 − α̇2a),

Dωx
4 = Δiα̇ah,

где
Mα = mαqSl

I
, h = γ̇a sinαn, α̇a = α̇n + λa,

Az = (yT cτ + ΔcyxT + Δmz)
qSl

I
,

Ay = (zT cτ + ΔczxT − Δmy)
qSl

I
.
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Заметим, что уравнения (1.26) содержат только линейные члены
от малой асимметрии. Учитывая, что компоненты вектора малой
асимметрии имеют порядок малости ε, из дальнейшего рассмот-
рения исключены члены порядка ε2 и выше. Такими членами,
в частности, являются квадраты разности поперечных моментов
инерции Δi, безразмерных центробежных моментов инерции Ixy

и Ixz, а также произведения безразмерных центробежных мо-
ментов инерции и коэффициентов возмущающих моментов Δmx,
Δmy, Δmz.

1.4. Уравнения движения тела в форме
квазиконсервативной системы с двумя

степенями свободы

При исследовании вращательного движения в атмосфере осе-
симметричного тела с малой асимметрией имеет смысл опираться
на один из классических случаев движения твёрдого тела вокруг
неподвижной точки — случай Лагранжа. На статически устой-
чивое тело действует восстанавливающий аэродинамический мо-
мент, который является нечётной функцией пространственного
угла атаки (угла нутации). Для тела сферической формы этот
момент, как и для волчка Лагранжа, пропорционален синусу
угла атаки. Кроме того, действуют малые возмущающие аэроди-
намические моменты.
Известно, что для случая Лагранжа обобщённые импульсы,

соответствующие углам собственного вращения и прецессии,
являются первыми интегралами движения [38] и представля-
ют собой проекции кинетического момента на ось симметрии
тела и ось прецессии. Имея в виду, что при движении тела
в атмосфере ось прецессии совпадает с направлением вектора
поступательной скорости, представим с точностью до множителя
указанные обобщённые импульсы в следующем виде:

R = Ixωx, (1.27)

G = R cosαn + (−ωy cosϕn + ωz sinϕn) sinαn. (1.28)

Можно предположить, что в силу действующих малых возму-
щений эти величины будут медленно изменяться во времени
при спуске тела в атмосфере. Выберем их в качестве новых
переменных при выводе уравнений вращательного движения.

2 В.С. Асланов
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С учётом кинематических уравнений (1.21) перепишем (1.28)
в виде

G = R cosαn + γ̇a sin2 αn + (λy sinϕn + λz cosϕn) cosαn sinαn.
(1.29)

Заменим в системе уравнений (1.26) в силу соотношений (1.27)
и (1.29) ωx и ω̇x на R и Ṙ, а γ̇a и γ̈a на G и Ġ. В результате си-
стема нелинейных дифференциальных уравнений, описывающая
движение вокруг центра масс тела с малой асимметрией, примет
вид [12]:

α̈n + (R−G cosαn)(G−R cosαn)
sin3 αn

−Mα(αn, z) = εΦα(αn,ϕn, z),

Ṙ = εΦR(αn,ϕn, z),

Ġ = εΦG(αn,ϕn, z), (1.30)

ϕ̇n = 1
Ix
R− (G−R cosαn) cosαn

sin2 αn

+ (−λy sinϕn + λz cosϕn) cos2 αn

sinαn
,

γ̇a = G−R cosαn

sin2 αn

− (λy sinϕn + λz cosϕn) ctgαn.

Здесь

εΦν = Dν
0 (αn, z) +Dν

1 (αn, z) sinϕn +Dν
2 (αn, z) cosϕn +

+Dν
3 (αn, z) sin 2ϕn +Dν

4 (αn, z) cos 2ϕn

— 2π-периодическая функция пространственного угла атаки
и угла собственного вращения, z = (R,G) — вектор медленно
меняющихся параметров, ν = α,R,G. Коэффициенты Dν

i опреде-
ляются через характеристики тела и параметры движения.

Dα
0 =

(
mωz

znl
2

I
− cαya

m

)
qSα̇n

V
+ Δi

2
(hR−Mα),

Dα
1 = −Ay + Ixyhα̇a + Ixz

(
h2 − 1

I2x
R2
)

+

+ λy cosαn(R− 2hctgαn) − λzα̇n sinαn,

Dα
2 = Az + Ixzhα̇a + Ixy

(
1

I2x
R2 − h2

)
+

+ λz cosαn(R− 2hctgαn) + λyα̇n sinαn,
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Dα
3 = Δi

2
Rα̇a

(
2
1
Ix

− 1
)
,

Dα
4 = Δi

[
Rh

(
1
2
− 1
Ix

)
−Mα

]
,
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mωx
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1
Ix
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ωy
xnh

)
l

V
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]
qSl

I
,
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1 = −yT cnqSl

I
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2 = −zT cnqSl

I
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(h2 − α̇2a)
2

,
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4 = Δiα̇ah,
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xn sinαn

) R
Ix

−

− h
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m

ωy
xn cosαn −m

ωy
yn sinαn

)]
qSl2

V I
+ Δmx

qSl

I
cosαn,

DG
1 = [yT (cτ sinαn − cn cosαn) + Δmz sinαn] qSl

I
+

+
[
Ixy

(
1

I2x
R2 − α̇2a

)
− Ixzhα̇a

]
sinαn +

+ [Ixy(Mα − Rh) + Ixzα̇aR] cos αn +

+ λyα̇n cos2 αn + 1
2
λz [ωx −R− ϕ̇n] sin 2αn + ΔcyxT

qSl

I
sinαn,

DG
2 = [zT (cτ sinαn − cn cosαn) − Δmy sinαn] qSl

I
+

+
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Ixz(

1

I2x
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+ [Ixz(Mα − Rh) − Ixyα̇aR] cosαn +

+ λzα̇n cos2 αn − 1
2
λy [ωx −R− ϕ̇n] sin 2αn + ΔczxT

qSl
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2*



34 Гл. 1. Движение твёрдого тела в атмосфере

С учётом кинематических уравнений (1.21) перепишем (1.28)
в виде

G = R cosαn + γ̇a sin2 αn + (λy sinϕn + λz cosϕn) cosαn sinαn.
(1.29)

Заменим в системе уравнений (1.26) в силу соотношений (1.27)
и (1.29) ωx и ω̇x на R и Ṙ, а γ̇a и γ̈a на G и Ġ. В результате си-
стема нелинейных дифференциальных уравнений, описывающая
движение вокруг центра масс тела с малой асимметрией, примет
вид [12]:

α̈n + (R−G cosαn)(G−R cosαn)
sin3 αn

−Mα(αn, z) = εΦα(αn,ϕn, z),

Ṙ = εΦR(αn,ϕn, z),

Ġ = εΦG(αn,ϕn, z), (1.30)

ϕ̇n = 1
Ix
R− (G−R cosαn) cosαn

sin2 αn

+ (−λy sinϕn + λz cosϕn) cos2 αn

sinαn
,
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i опреде-
ляются через характеристики тела и параметры движения.
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2
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,
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2*
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DG
4 = Δiα̇a

[
R

2

(
1− 2

Ix

)
sinαn + h cosαn

]
,

где
h = G−R cosαn

sinαn
− (λy sinϕn + λz cosϕn) cosαn.

Правые части уравнений системы (1.30) зависят только от
двух угловых переменных: αn, ϕn. Третий угол — угол скорост-
ного крена (угол прецессии) γa характеризует положение плос-
кости пространственного угла атаки относительно траекторной
системы координат OXkYkZk. Эту угловую координату следует
принимать во внимание, когда решается задача о рассеивании
точек падении тела на поверхность планеты. Далее дифференци-
альное уравнение для угла скоростного крена рассматривать не
будем.
Уравнение для угла аэродинамического крена ϕn в систе-

ме (1.30) содержит члены порядка единицы и порядка мало-
сти ε. Угол аэродинамического крена ϕn относится к быстрым
переменным, а поскольку от него зависят только члены порядка
малости ε уравнений системы (1.30), то слагаемые порядка ε в
уравнении для угла ϕn будем опускать.
Ниже будет показано, что скорость полёта, угол наклона тра-

ектории, высота полёта меняются существенно медленнее угло-
вых параметров движения. Это допущение позволяет приписать
порядок малости ε правым частям уравнений поступательного
движения (1.23) и расширить размерность вектора медленно
меняющихся параметров z = (R,G,V ,ϑ,H). Объединяя систе-
мы (1.23) и (1.30), запишем систему уравнений движения тела
с малой асимметрией в следующем виде:

α̈n + (R−G cosαn)(G−R cosαn)
sin3 αn

−Mα(αn, z) = εΦα(αn,ϕn, z),

ϕ̇n = 1
Ix
R− (G−R cosαn) cosαn

sin2 αn

,

ż = εΦz(αn,ϕn, z),

(1.31)

где z = (R,G,V ,ϑ,H), ν = α,ϕ,ϑ,R,G,V ,H.
Система уравнений движения тела с малой асимметри-

ей (1.31) наряду с преимуществами обладает и одним весьма
существенным недостатком: уравнения этой системы имеют осо-
бенность в окрестности точки αn = 0. При численном интегри-
ровании уравнений движения в окрестности этой точки требу-
ется дробление шага интегрирования, что увеличивает затраты
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машинного времени на получение решения. Указанная особен-
ность обусловлена наличием медленной переменной G, введён-
ной в уравнения (1.31) заменой (1.29). Если рассматривается
задача о движении тела в окрестности малых углов атаки, то
целесообразно использовать либо полную нелинейную систему
уравнений (1.26), либо линеаризованные уравнения движения,
полученные специально для этого случая движения.

1.5. Линеаризованные уравнения движения

Систему уравнений движения относительно центра масс тела
с малой асимметрией (1.26) можно линеаризовать по простран-
ственному углу атаки в окрестности точки αn = 0, полагая, что
угол атаки мал.
Введём в рассмотрение главную систему координат OX∗Y∗Z∗,

связанную с телом, для которой тензор инерции тела представ-
ляет собой симметричную матрицу вида

‖I‖ =

⎡⎣ Ix∗ 0 0
0 Iy∗ 0
0 0 Iz∗

⎤⎦ .
Связанную систему OXY Z, как и ранее, выберем таким обра-
зом, чтобы центробежный момент инерции Iyz = 0. Безразмерные
центробежные моменты инерции Ixy и Ixz будем считать малы-
ми, а поперечные моменты инерции намного больше продольного
(Iy, Iz � Ix), что справедливо для тел достаточно большого удли-
нения, именно такие тела совершают движение преимуществен-
но на малых углах атаки, поскольку обладают существенными
демпфирующими свойствами. Тогда переход от связанной систе-
мы координат OXY Z к главной OX∗Y∗Z∗ (рис. 1.6) осуществ-
ляется с помощью двух последовательных поворотов на малые
углы χ1 и χ2,

χ 1 = Ixy

Iy − Ix
, χ 2 = − Ixz

Iz − Ix
. (1.32)

Припишем инерционной асимметрии, которая в этом случае ха-
рактеризуется углами χ1 и χ2, порядок малости ε. Матрица
направляющих косинусов главных осей инерции относительно
связанных может быть аппроксимирована матрицей малого пово-
рота вида

‖A∗
c‖ =

[
1 χ1 −χ2

−χ1 1 0
χ2 0 1

]
.
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Рис. 1.6. Взаимное расположение связанной OXY Z и главной OX∗Y∗Z∗ си-
стем координат

Для упрощения системы уравнений (1.26) синус и коси-
нус пространственного угла атаки заменим на их приближения:
sinαn ≈ αn, cosαn ≈ 1, а нечётные и чётные коэффициенты
аэродинамических сил и моментов — первыми членами соответ-
ствующих степенных рядов

cn = cαnαn, cτ = cτ 0, mα = mααn = −(xД − xT )cαnαn,

m
ωy
yn = mωz

zn = mω, m
ωy
xn = m

ωy ,α
xn αn, mωx

yn = mmαn,

где (xД − xT ) — запас статической устойчивости, mm — коэффи-
циент момента Магнуса. Угловая скорость λa из системы (1.21)
согласно условиям линеаризации будет определяться следующим
соотношением:

λa = λα
a αn = (cαn − cτ )

qS

mV
αn.

Центробежные моменты инерции заменим на соответствующие
углы поворота связанных осей согласно формулам (1.32). Тогда
система уравнений движения тела относительно центра масс при
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малых углах атаки с малой аэродинамической и динамической
асимметрией (1.26) примет вид

α̈n + γ̇aαn(Ixωx − γ̇a) + ω2aαn =
(
Mω

I
− λα

a

)
α̇n +Az cosϕn −

−Ay sinϕn + ηωx[(χ1 cosϕn + χ2 sinϕn)ωx +

+ (λy sinϕn + λz cosϕn)] + Lα,

γ̈aαn + (2α̇n + λα
aαn)γ̇a − (α̇n + λα

aαn)Ixωx =

= −(Mmωx −Mωγ̇a)
αn

I
+Az sinϕn +Ay cosϕn +

+ ηωx[(χ1 sinϕn − χ2 cosϕn)ωx − (λy cosϕn − λz sinϕn)] + Lγ ,

(1.33)

ω̇x = 1
Ix

[Mωx
x ωx + ΔMx −M

ωy ,α
x γ̇aα

2
n −

− (yT sinϕn + zT cosϕn)Nααn −
− η(χ1 sinϕn − χ2 cosϕn)Iω2aαn] + Lωx ,

ϕ̇n = ωx − γ̇a.

Здесь

Nα = cαnqSl, Mω = mω qSl
2

V
, Mωx

x = mωx
xn
qSl2

V
,

M
ωy ,α
x = m

ωy,α
xn

qSl2

V
, ΔMx = ΔmxqSl,

Mm = mm
qSl2

V
, ω2a = cαn(xД − xT )qSl

I
,

Lα = −η(χ1 cosϕn + χ2 sinϕn)γ̇2aα
2
n −

− (λy sinϕn + λz cosϕn)γ̇aα
2
n +

+ η(χ1 sinϕn − χ2 cosϕn)γ̇aα̇aαn + (λy cosϕn − λz sinϕn)α̇nαn +

+ Δi

2
[Ixωxγ̇aαn + ω2aαn +

+ ωx(Ix − 2)(−α̇a sin 2ϕn + γ̇aαn cos 2ϕn) + ω2aαn cos 2ϕn],
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,

α̇a = α̇n + λα
aαn, η = (1− Ix).

Существенные упрощения в системе (1.33) можно получить,
если перейти к комплексным переменным. Запишем две фор-
мы уравнений движений в комплексном виде. В первом случае
комплексный угол атаки определяет связь между траекторной
системой координат OXkYkZk и системой координат, связанной
с пространственным углом атаки, OXnYnZn,

δ = αn exp (iγa). (1.34)

Во втором случае комплексный угол атаки определяет связь
между скоростной системой координат OXaYaZa и связанной
OXY Z,

ξ = α+ iβ, (1.35)

где α, β — угол атаки и угол скольжения.
Первую форму уравнений получим, если умножить второе

уравнение системы (1.33) на i, сложить с первым уравнением
и воспользоваться заменой переменных (1.34). Результат пред-
ставим в виде

δ̈ +
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−Mω

I
+ λα

a − iIxωx

)
δ̇ +
[
ω2a − i

(
λα

a Ix − Mm

I

)
ωx

]
δ =

= {(Az + iAy) + ηωx[(χ1 − iχ2)ωx + (λz − iλy)]} ×
× exp [i(Φ − Φ0)] + Lδ(δ),
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xn γ̇a|δ|2 +

+ [(−zTN
α + χ2ηIω

2
a) Re δ + (yTN

α + χ1ηIω
2
a) Im δ] ×

× exp [−i(Φ − Φ0)]
}

+ Lωx(δ), (1.36)

ϕ̇n = ωx − γ̇a,

где

Φ − Φ0 = ϕn + γa =
t∫

t0

ωx dt, (1.37)

Lδ = (Lα + iLγ) exp (iγa).

При выводе этой системы использовались следующие соотно-
шения:

αn cosϕn = exp [−i(Φ − Φ0)] Re δ,

αn sinϕn = − exp [−i(Φ − Φ0)] Im δ,
(1.38)

которые следуют из формул (1.34) и (1.37). Выражения для Lδ
и Lωx зависят от αn, α̇n, γ̇a, которые явным образом не входят
в уравнения системы (1.36), записанные в комплексной форме.
В силу замены (1.36) можно записать для этих переменных
следующие формулы:

αn =
√

(Re δ)2 + (Im δ)2 , tg γa = Im δ

Re δ
,

α̇n = Re δ(Re δ)′ + Im δ(Im δ)′√
(Re δ)2 + (Im δ)2

δ̇, γ̇a = Re δ(Im δ)′ − Im δ(Re δ)′

(Re δ)2 + (Im δ)2
δ̇,

где штрих означает частную производную по δ.
Для ряда задач о движении в атмосфере спускаемых аппара-

тов, капсул и головных частей принимают следующие допуще-
ния: поперечные моменты инерции тела считают равными друг
другу (Iy = Iz = I и Δi = (Iz − Iy)/Iy = 0) и полагают, что тело
закручено относительно собственной оси симметрии (ω2x � α̇2n).
Тогда система (1.36) значительно упрощается и принимает вид
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ω̇x = 1
Ix

{
Mωx

x ωx + ΔMx −M
ωy ,α
xn γ̇a|δ|2 +

+ [(−zTN
α + χ2ηI ω

2
a) Re δ + (yTN

α + χ1ηI ω
2
a) Im δ] ×

× exp [−i(Φ − Φ0)]
}
, (1.39)

ϕ̇n = ωx − γ̇a.

Системы уравнений (1.36) и (1.39) включает в себя комплекс-
ный угол атаки δ, который, согласно замене (1.34), зависит от
пространственного угла атаки αn и угла скоростного крена γa,
то есть определяет связь между траекторной системой координат
OXkYkZk и системой координат, связанной с пространственным
углом атаки, OXnYnZn (рис. 1.1). Системы уравнений (1.36)
и (1.39) удобно использовать при решении задач о рассеивании
точек падения тел на поверхность планеты [45].
Получим уравнения движения для комплексного угла ата-

ки ξ. Согласно (1.12) формулу (1.35) запишем в виде

ξ = α+ iβ = αn(cosϕn − i sinϕn) = αn exp (−iϕn). (1.40)

Исключим из формул (1.34) и (1.40) αn и в результате получим
связь между комплексными углами атаки ξ и δ

ξ = δ exp [−i(γa + ϕn)]. (1.41)

Действительную и мнимую части новой комплексной переменной
с учётом соотношения (1.38) можно представить следующим об-
разом:

Re ξ = e−i(Φ−Φ0) Re δ, Im ξ = e−i(Φ−Φ0) Im δ. (1.42)

Выполняя замену переменных (1.41)–(1.42) в системе уравнений
(1.39), запишем систему уравнений движения для комплексной
переменной ξ

ξ̈ +
[
−Mω

I
+ λα

a + i(1+ η)ωx

]
ξ̇ +

+
[
ω2a − ηω2x + i

(
ω̇x

ωx
+ Mm

I
+ ηλα

a − Mω

I

)
ωx

]
ξ =

= Az + ηωx(χ1ωx + λz) + i[Ay − ηωx(χ2ωx + λy)],
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ω̇x = 1
Ix

{
Mωx

x ωx + ΔMx −M
ωy ,α
xn γ̇a|ξ|2 +

+ (−zTN
α + χ2ηIω

2
a) Re ξ + (yTN

α + χ1ηIω
2
a) Im ξ

}
, (1.43)

ϕ̇n = ωx − γ̇a.

Систему уравнений (1.43) удобно использовать при решении
задачи идентификации движения по результатам бортовых из-
мерений и в ряде других случаев. Следует отметить, что по
аналогичной схеме можно построить подобные уравнения и для
полной системы (1.36), когда не вводятся допущения о закрутке
тела вокруг продольной оси и о равенстве поперечных моментов
инерции.
Таким образом, на основе единого подхода построены раз-

личные формы уравнений движения твёрдого тела в атмосфере
и дана взаимосвязь между ними.

1.6. Влияние начальных условий на характер
вращательного движения

Рассмотрим влияние начальных условий углового движения,
которые реализуются при входе тела в атмосферу, на харак-
тер его движения относительно центра масс при спуске. Будем
считать, что начальные условия задаются в разреженных слоях
атмосферы, где влиянием аэродинамических моментов можно
пренебречь. Будем также считать, что кинетическая энергия
вращения тела существенно больше работы возмущающих сил,
обусловленных влиянием светового давления Солнца, гравитаци-
онного и магнитного полей планеты. Рассмотрим случай, когда
тело динамически осесимметрично. Тогда его вращательное дви-
жение представляет собой регулярную прецессию, при которой
продольная ось, проходящая через центр масс, описывает круго-
вой конус относительно неизменного в пространстве направле-
ния вектора кинетического момента Q0. Угол полураствора этого
конуса обозначим через ϕ2, угол между осью конуса — векто-
ром кинетического момента, и вектором скорости центра масс
тела через ϕ1, а угол прецессии, отсчитываемый в плоскости,
перпендикулярной оси прецессии, через ϕ3 (рис. 1.7). Последний
следует отличать от угла прецессии γa, который характеризует
прецессию тела относительно вектора поступательной скорости
при движении в атмосфере.
Три независимых угла ϕ1, ϕ2 и ϕ3 определяют положение

осесимметричного тела относительно вектора скорости центра
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осесимметричного тела относительно вектора скорости центра
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масс [43]. Задание значений этих углов, а также значения модуля
вектора угловой скорости ω0 или модуля вектора кинетического
момента Q0 однозначно определяет начальные условия враща-
тельного движения.
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Рис. 1.7. Параметры, определяющие внеатмосферное движение тела

В большинстве случаев, представляющих практический ин-
терес, начальное значение угла ϕ3 (начальное значение фазы
движения тела) можно считать случайной величиной, распреде-
лённой равномерно в интервале от 0 до 2π. Для однозначности
будем рассматривать случай, когда Qx0 > 0 и ωx0 >0, тогда
значения ϕ1, ϕ2 и ϕ̇3 определяются следующими формулами:

cosϕ1 = QV 0

Q0
, (0 < ϕ1 < π);

cosϕ2 = Qx0

Q0
, (0 < ϕ2 < π/2);

ϕ̇3 = Q0
I
;

где Q0 = [I2xω2x0 + I2(ω2y0 + ω2z0)]
1/2; QV 0, Qx0 — проекции вектора

начального кинетического момента на вектор скорости и соб-
ственную ось симметрии тела.
Формулы перехода от значений ϕ1, ϕ2, ϕ3 и Q0 к началь-

ным условиям для уравнений вращательного движения систе-
мы (1.31) имеют вид

αn0 = arccos (cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2 cosϕ3),

α̇n0 = −Q0 sinϕ1 sinϕ2 sinϕ3
I sinαn0

,

R0 = Q0 cosϕ2
I

, G0 = Q0 cosϕ1
I

.
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На рис. 1.8 изображены виды регулярной прецессии осесим-
метричного тела при движении вне атмосферы. В теоретиче-
ской механике регулярную прецессию принято называть прямой
(рис. 1.8, a), если угол между вектором угловой скорости соб-
ственного вращения ϕ̇ϕϕϕϕϕϕϕϕ и вектором угловой скорости регулярной
прецессии ϕ̇ϕϕϕϕϕϕϕϕ3 острый, и обратной (см. рис. 1.8, b), если угол
между ϕ̇ϕϕϕϕϕϕϕϕ и ϕ̇ϕϕϕϕϕϕϕϕ3 тупой [19].
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Рис. 1.8. Виды внеатмосферной регулярной прецессии: a) прямая прецессия;
б) обратная прецессия

Реализация того или иного вида прецессии определяется
соотношением моментов инерции тела. Для случая, когда по-
перечный момент инерции тела вращения больше продольного:
I > Ix (тело вытянутое, например, конус), реализуется прямая
прецессия; для случая, когда Ix > I (тело вращения сплюснутое,
например, диск) — обратная прецессия. Зависимость вида регу-
лярной процессии от соотношения моментов инерции тела про-
иллюстрирована на рис. 1.8. Поскольку проекции вектора кине-
тического момента Q0 являются линейными функциями вектора
угловой скорости ωωωωωωωωω0 (Qx0 = ωx0Ix, Qn0 = ωn0I), то в зависимости
от отношения моментов инерции, Ix = Ix/I > 1 или Ix < 1,
вектор Q0 располагается либо между продольной осью и век-
тором ωωωωωωωωω0, либо вне. Следовательно, поскольку вектор угловой
скорости ωωωωωωωωω0 разлагается на две составляющие ϕ̇ϕϕϕϕϕϕϕϕ и ϕ̇ϕϕϕϕϕϕϕϕ3 по правилу
параллелограмма, имеем либо тупой, либо острый угол между
ними.
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параллелограмма, имеем либо тупой, либо острый угол между
ними.
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Рассмотрим движение относительно центра масс осесиммет-
ричного тела на начальном атмосферном участке полёта. После
входа в атмосферу статически устойчивое тело начинает испы-
тывать действие восстанавливающего аэродинамического момен-
та, который стремится совместить продольную ось с вектором
поступательной скорости. Однако движению по тангажу про-
тиводействуют гироскопические силы, вызывающие вынужден-
ную прецессию вектора кинетического момента Q относительно
вектора скорости центра масс. Вектор кинетического момента
отклоняется в ту сторону, куда направлен вектор восстанавли-
вающего аэродинамического момента. На рис. 1.9 изображены
различные случаи вращательного движения осесимметричного
тела на начальном атмосферном участке полёта, даны проекции
траекторий, описываемых носовой точкой тела, на плоскость,
перпендикулярную к вектору скорости центра масс.
В отличие от классических определений видов регулярной

прецессии твёрдого тела, данных выше, в задачах о спуске
неуправляемого тела в атмосфере принята своя терминология.
Прецессию продольной оси тела относительно вектора скорости
центра масс V на промежутке времени, равном периоду полно-
го оборота, противоположную по направлению данному вектору
(для случая ωx > 0), принято называть «обратной» прецессией
(рис. 1.9,a и б), а совпадающую с направлением вектора скоро-
сти центра масс V — «прямой» прецессией (рис. 1.9, в и г)) [44].
Проанализируем движение относительно центра масс осесим-

метричного тела на начальном атмосферном участке полёта для
случая, когда угол атаки мал, на основе исследования системы
уравнений, записанной для малых углов атаки (1.39). Рассмот-
рим движение тела без учёта асимметрии, пренебрегая демпфи-
рованием. Тогда, используя асимптотический метод ВКБ [32],
можно получить следующее решение для комплексного угла ата-
ки в траекторной системе координат:

δ = αм exp (iψ1) + αб exp (iψ2), (1.44)

где

αм = ϕ2

[
ω(t0)
ω

]1/2
, αб = ϕ1

[
ω(t0)
ω

]1/2
, (1.45)

ψ1 =
t∫

t0

(
ω + Ixωx

2

)
dt, ψ2 =

t∫

t0

(
−ω + Ixωx

2

)
dt,
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Рис. 1.9. Возможные случаи прецессионного движения осесимметричного тела
на начальном атмосферном участке полёта: а) «обратная» прецессия; б) «об-
ратная» прецессия («быстрая» прецессия); в) «прямая» прецессия; г) «прямая»

прецессия («медленная» прецессия)

ω =
[
ω2a + (Ixωx)2

4

]1/2
, ω2a = cαn(xД − xT )qSl

I
, ωx > 0.

Формула (1.44) показывает, что движение «носика» тела от-
носительно вектора скорости центра масс описывает некоторую
кривую, являющуюся суперпозицией двух вращательных дви-
жений. Первое из них происходит по окружности радиуса αм
и имеет мгновенную угловую скорость ψ̇1 = ω + Ixωx/2. Оно
происходит вокруг точки, которая в свою очередь движется
по окружности радиуса αб с мгновенной угловой скоростью
ψ̇2 = −ω + Ixωx/2. Такое представление угла атаки в виде суммы
двух векторов изображено на рис. 1.10.
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Рис. 1.10. Представление угла атаки в виде суммы двух векторов

Запишем решение для комплексного угла атаки в проекциях
на оси траекторной системы координат в виде суммы двух гар-
монических колебаний

δyk = αм cosψ1 + αб cosψ2, δzk = αм sinψ1 + αб sinψ2.

Тогда выражение для модуля угла атаки |δ| = αn запишется
следующим образом:

α2n = α2м + α2б + 2αмαб cos (ψ2 − ψ1),

а выражение для фазового угла имеет вид

γa = arctg αм sinψ1 + αб sinψ2
αм cosψ1 + αб cosψ2

.

Последовательно дифференцируя это соотношение по времени
и пренебрегая членами с производными от медленно меняю-
щихся амплитудных характеристик, получаем угловую скорость
поворота плоскости пространственного угла атаки относительно
траекторной системы координат — скорость прецессии

γ̇a = 1

α2n
[ψ̇1α2м + ψ̇2α

2
б + (ψ̇1 + ψ̇2)αмαб cos (ψ2 − ψ1)]. (1.46)

Два предельных случая вращательного движения на
начальном атмосферном участке полёта, представленные на
рис. 1.9 б и г, когда тело совершает симметричное коническое
движение αn = αб (αм = 0) и αn = αм (αб = 0), соответствуют
двум значениям прецессионной скорости:

γ̇a = ψ̇2 = −ω + Ixωx

2
, γ̇a = ψ̇1 = ω + Ixωx

2
.

Из системы уравнений следует, что для малых углов атаки
ϕ̇n = ωx − γ̇a, поэтому данные случаи соответствуют двум зна-
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чениям для скорости собственного вращения:

ϕ̇n = ωx +
(
ω − Ixωx

2

)
, ϕ̇n = ωx −

(
ω + Ixωx

2

)
.

Эти случаи можно трактовать как «быструю» и «медленную»
прецессию тела.
Как видно (рис. 1.9 и выражение для γ̇a (1.46)), тип пре-

цессии: «прямая» («медленная») или «обратная» («быстрая»),
который реализуется на начальном атмосферном участке дви-
жения тела, определяется значениями углов αм и αб, а следо-
вательно, учитывая выражения (1.45), начальными значениями
углов ϕ1 и ϕ2: при ϕ1 > ϕ2 реализуется «обратная» прецессия
(при ϕ2 = 0 — «быстрая»), при ϕ2 > ϕ1 — «прямая» прецессия
(при ϕ1 = 0 — «медленная»).

1.7. Разделение движения. Малые параметры

Описание вращательного и поступательного движений тела
при спуске в атмосфере требует совместного рассмотрения систе-
мы с шестью степенями свободы, что обусловлено их взаимовли-
янием друг на друга. Так, величины аэродинамических моментов
зависят от параметров поступательного движения — скоростного
напора и чисел аэродинамического подобия (M, Re и другие),
а величины аэродинамических сил, определяющих поступатель-
ное движение тела, зависят от расположения тела относительно
воздушного потока, то есть от углов атаки α и скольжения β, или
от пространственного угла атаки αn и угла аэродинамического
крена (угла собственного вращения) ϕn. Найти точное анали-
тическое решение полной системы нелинейных обыкновенных
дифференциальных уравнений, описывающих движение тела при
спуске в атмосфере, не представляется возможным, поэтому воз-
никает потребность в поиске приближённых решений. В данном
случае используются, как правило, методы теории возмущений,
для непосредственного использования которых требуется выде-
лить малые параметры в уравнениях движения, характеризую-
щие возмущения.
Можно условно выделить три вида возмущений: возмущения,

обусловленные медленным изменением во времени параметров
поступательного движения по сравнению с изменением парамет-
ров вращательного движения; возмущения, вызванные действую-
щими на тело малыми демпфирующими моментами и моментами
сил вязкого взаимодействия; возмущения, вызванные малой
инерционно-аэродинамической асимметрией. Если малость двух
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Рис. 1.10. Представление угла атаки в виде суммы двух векторов
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γ̇a = 1

α2n
[ψ̇1α2м + ψ̇2α

2
б + (ψ̇1 + ψ̇2)αмαб cos (ψ2 − ψ1)]. (1.46)

Два предельных случая вращательного движения на
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γ̇a = ψ̇2 = −ω + Ixωx

2
, γ̇a = ψ̇1 = ω + Ixωx

2
.

Из системы уравнений следует, что для малых углов атаки
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(
ω − Ixωx

2

)
, ϕ̇n = ωx −

(
ω + Ixωx

2

)
.
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последних видов возмущений определяется малостью некоторых
безразмерных коэффициентов, то для первого вида возмущений
требуется найти соответствующий критерий, характеризующий
относительную медленность изменения параметров поступатель-
ного движения.
Рассмотрим задачу в наиболее простой постановке. Пусть те-

ло обладает осевой симметрией, движение совершается на малых
углах атаки, демпфирование отсутствует. Тогда система урав-
нений вращательного движения тела (1.39) сводится к одному
уравнению

δ̈ − iRδ̇ + ω2aδ = 0, (1.47)

где δ = αn exp (iγa) — комплексный угол атаки,

ω2a = cαn(xД − xT )qSl
I
, R = Ixωx

I
.

Произведя в уравнении (1.47) замену

δ = ζ exp iRt

2
,

получим линейное уравнение маятникового типа

ζ̈ + ω2ζ = 0,

где

ω2 = cαn(xД − xT )qSl
I

+ R2

4
. (1.48)

Как следует из (1.48), частота собственных колебаний тела
ω зависит от изменяющегося во времени скоростного напора q.
Принято считать [30], что функция ω (t) медленно меняется во
времени, если выполняется следующее условие:

|T ω̇| � |ω|,
где T = 2π/ω — период движения системы.
Перепишем это соотношение в виде

|ν| =
∣∣∣T ω̇
ω

∣∣∣� 1. (1.49)

Условие (1.49) является критерием медленности изменения ча-
стоты собственных колебаний тела ω, а следовательно критерием
применимости асимптотических методов для задачи спуска.
Найдём оценку параметра ν для верхнего участка траектории

спуска. Аппроксимируя зависимость плотности от высоты ρ(H)

1.7. Разделение движения. Малые параметры 51

экспонентой ρ = ρ(t0)e−λ[H−H(t0)], перепишем выражение для ча-
стоты собственных колебаний (1.48) в виде

ω2 = a0 exp (βt) + R20
4
,

где
a0 = cαn(xД − xT )Sl

2I
V 20 ρ(t0), β = λV0| sinϑ0|,

V0 — скорость полёта, ϑ0 — угол наклона траектории, λ —
логарифмический градиент плотности атмосферы по высоте.
Дадим верхнюю оценку критерию применимости асимптоти-

ческих методов. Полагая числитель в формуле (1.49) максималь-
но возможным: T ω̇ = πβ, а знаменатель минимально возможным:
ω = |R0|/2, имеем следующее выражение для критерия примени-
мости асимптотических методов:

ν = 2πλV0| sinϑ0|
|R0| � 1, (1.50)

или, учитывая, что в случае малых углов атаки |R0| ≈ Q0/I
(Q0 — начальное значение модуля вектора кинетического мо-
мента),

ν = 2πIλV0| sinϑ0|
Q0

� 1. (1.51)

В дальнейшем, наряду с выражениями (1.50) и (1.51), в ка-
честве критерия применимости асимптотических методов при
исследовании движения на верхнем участке траектории спуска
используется параметр μ — обратный (с точностью до постоян-
ного множителя) параметру ν [43]:

μ = 2|R0|
λV0| sinϑ0| � 1 (1.52)

или
μ = 2Q0

I λV0| sinϑ0| � 1. (1.53)
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Под возмущениями в задаче о движении тела вокруг центра
масс в атмосфере (в отличие от возмущений по Ляпунову как от-
клонений решений при вариации начальных условий) понимают-
ся возмущения в виде возникновения малых аэродинамических
и инерционных моментов, а также возмущения, обусловленные
наличием в системе медленно меняющихся параметров, связан-
ных с движением центра масс.
Невозмущённым в дальнейшем будем называть движение

идеального осемметричного тела под действием только аэроди-
намического восстанавливающего момента при отсутствии воз-
мущений (ε = 0). Другими словами, демпфирующие моменты,
моменты от сил вязкого взаимодействия и аэродинамические
возмущающие моменты от асимметрии отсутствуют, инерционно-
массовая асимметрия равна нулю, а параметры поступательного
движения, в частности скоростной напор, неизменен (q = const).
В главе рассмотрены уравнения невозмущённого движения

и получены точные и приближённые аналитические решения
для случаев, когда коэффициент восстанавливающего момен-
та может быть аппроксимирован зависимостями a sinαn или
a sinαn + b sin 2αn. Нахождение решений и исследование невоз-
мущённой системы требуется для построений приближённых
решений уравнений возмущённого движения с помощью асимп-
тотических методов. Кроме того, решения уравнений невозму-
щённого движения имеют и самостоятельное значение для ряда
практических задач, например для задачи о движении авиацион-
ного пушечного снаряда относительно центра масс [35].
Найдены аналитические формулы для интеграла действия,

которые весьма эффективно можно использовать для анализа
возмущённого движения. Интеграл действия является первым
интегралом невозмущённой системы и в некоторых частых слу-
чаях представляет собой адиабатический инвариант возмущён-
ной системы [21, 22].
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Для упрощения записи формул будем опускать нижние ин-
дексы при обозначении пространственного угла атаки αn, угла
аэродинамического крена ϕn и угла скоростного крена γa.

2.1. Уравнения невозмущённого движения

Уравнения невозмущённого движения совпадают с уравне-
ниями движения «висячего» волчка Лагранжа с обобщённым
восстанавливающим моментом Mα(α) в виде нечётной периоди-
ческой функции пространственного угла атаки (угла нутации).
При ε = 0 система уравнений возмущённого движения (1.30)
является консервативной и имеет вид

α̈+ (R−G cosα)(G−R cosα)
sin3 α

−Mα(α) = 0,

ϕ̇ = R

Ix
− (G−R cosα) cosα

sin2 α
, γ̇ = G−R cosα

sin2 α
,

(2.1)

где R, G — постоянные коэффициенты.
Очевидно, что уравнение для пространственного угла ата-

ки интегрируется независимо от двух других уравнений систе-
мы (2.1) и при известном общем решении этого уравнения два
остальных уравнения интегрируются в квадратурах.
Классический случай Лагранжа движения твёрдого тела во-

круг неподвижной точки имеет место, когда восстанавливающий
момент Mα пропорционален синусу пространственного угла ата-
ки (углу нутации). Общее решение для угла нутации известно
и выражается через эллиптические функции Якоби [38]. Для
«висячего» волчка Лагранжа это решение представлено в [2].
При достаточно сложной геометрической конфигурации те-

ла его аэродинамические характеристики, к которым относится
и коэффициент восстанавливающего момента mα = m◦ + xT cn,
определяются экспериментальным или расчётным путём. Ввиду
сложности физико-механических процессов взаимодействия на-
бегающего потока с поверхностью добиться удовлетворительной
точности результатов расчёта аэродинамических характеристик
обычно удаётся лишь за счёт использования различных эмпи-
рических сведений, основанных на результатах многочисленных
экспериментов. Как правило, это сужает область применимости
соответствующих расчётных методик и затрудняет их использо-
вание в случае недостаточной информации о конкретных усло-
виях движения.
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ϕ̇ = R

Ix
− (G−R cosα) cosα

sin2 α
, γ̇ = G−R cosα

sin2 α
,

(2.1)
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Одним из наиболее универсальных методов определения
аэродинамических характеристик является метод, основанный
на ударной теории Ньютона [15]. Его суть состоит в том, что
вычисление аэродинамических коэффициентов осуществляется
путём интегрирования динамического давления по незатенённой
внешней поверхности тела. При этом считается, что соударение
частиц газа с телом носит неупругий характер, т. е. происходит
гашение нормальной к поверхности составляющей количества
движения потока. Метод Ньютона находит особенно широкое
применение в тех случаях, когда аппарат имеет несложную кон-
фигурацию, а скорость полёта достаточно велика и обеспечивает
гиперзвуковое обтекание (M > 6). Он может быть эффективно
использован для приближённых аэродинамических расчётов на
ранних этапах формирования облика и проектирования космиче-
ского аппарата.
Внешняя геометрическая компоновка неуправляемых спуска-

емых аппаратов, совершающих на большей части траектории по-
лёт в атмосфере с гиперзвуковой скоростью, как правило, описы-
вается несложной комбинацией элементарных пространственных
тел. В качестве примеров можно привести спускаемые модули
таких космических аппаратов, как «Союз», «Фотон», «Венера»,
«Марс», «Аполлон», «Викинг» и др., имеющие сегментально-
коническую форму. Для них и аналогичных аппаратов метод
Ньютона даёт удовлетворительную точность определения аэро-
динамических характеристик.
Для возможности дальнейшего преобразования системы

уравнений движения (например, усреднения) необходимо найти
аналитическое представление зависимостей аэродинамических
коэффициентов от пространственного угла атаки α. В связи
с этим часто прибегают к аппроксимации аэродинамических
характеристик степенными или тригонометрическими рядами.
Если аэродинамические характеристики задаются на всём
интервале возможных значений угла атаки [0,π], то целесо-
образнее использовать тригонометрические ряды. Как было
отмечено в параграфе 1.1, зависимость cτ (α) является чётной,
а зависимости cn(α), mα(α) — нечётными, и их представления
в виде отрезков рядов Фурье содержат члены соответственно по
косинусам или по синусам:

cτ (α) =
n∑

i=0

b
(Cτ )
i cos iα, cn(α) =

n∑
i=1

b
(Cn)
i sin iα, (2.2)
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mα(α) = (m◦ + xT cn) =
n∑

i=1

b
(mα)
i sin iα. (2.3)

В некоторых случаях при аналитических выкладках вместо ряда
Фурье может оказаться предпочтительным использование триго-
нометрического ряда по степеням cosα. При этом для любого
конечного числа членов имеют место тождества [24]

n∑
i=0

bi cos iα =
n∑

i=0

di cosi α,
n∑

i=1

bi sin iα = sinα
n−1∑
i=0

di cosi α. (2.4)

Между коэффициентами bi и ci существует однозначное соответ-
ствие

ci =
n∑

j=1

kijbj .

Коэффициенты kij могут быть определены путём последователь-
ного выражения cos iα, sin iα через cosα, sinα по формулам
косинуса и синуса суммы двух аргументов. В табл. 2.1, 2.2 при-
ведены значения kij для чётных и нечётных рядов (2.2), (2.3)
и i = 0,1,..8.
Согласно (2.3) и (2.4) восстанавливающий момент Mα можно

представить как степенной ряд по cosα и записать в удобном
для дальнейших выкладок виде

Mα(α, z) = mα(α) qSl
Iy

= −q sinα
n∑

i=0

ci cosi α. (2.5)

Т а б л иц а 2.1. Значения коэффициентов kij для чётных рядов
������i

j 0 1 2 3 4 5 6 7 8

0 1 0 −1 0 1 0 −1 0 1

1 — 1 0 −3 0 5 0 −7 0

2 — — 2 0 −8 0 18 0 −32
3 — — — 4 0 −20 0 56 0

4 — — — — 8 0 −48 0 160

5 — — — — — 16 0 −112 0

6 — — — — — — 32 0 −256
7 — — — — — — — 64 0

8 — — — — — — — — 128
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Т а б л иц а 2.2. Значения коэффициентов kij для нечётных рядов
����i

j
1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 0 −1 0 1 0 −1 0 1

1 — 2 0 −4 0 6 0 −8 0

2 — — 4 0 −12 0 24 0 −40
3 — — — 8 0 −32 0 80 0

4 — — — — 16 0 −80 0 240

5 — — — — — 32 0 −192 0

6 — — — — — — 64 0 −448
7 — — — — — — — 128 0

8 — — — — — — — — 256
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Рис. 2.2. Аппроксимация аэродинамических характеристик для тела вытянутой
конической формы

Как показывают расчёты гиперзвуковых аэродинамических
характеристик, выполненные по методу Ньютона, для различных
типов спускаемых аппаратов, в случае несложной геометриче-
ской формы их внешней поверхности при отсутствии крупных
конструктивных элементов, нарушающих осевую симметрию, за-
висимости mα(α), cτ (α), cn(α) являются достаточно гладкими,
так что при их аппроксимации можно ограничиваться двумя —
тремя гармониками в рядах (2.2), (2.3). На рис. 2.1, 2.2 показаны
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два осесимметричных тела сегментально-конической и вытяну-
той конической формы и приведены примеры аппроксимации их
экспериментальных аэродинамических характеристик (сплошные
линии) рядами Фурье (пунктирные линии). Для первого тела
(рис. 2.1) получаются следующие первые члены разложения:

mα(α) = 0.0544 sinα− 0.0296 sin2α− 0.0326 sin3α,

cτ (α) = 0.1133+ 1.0928 cosα+ 0.3083 cos2α+ 0.0129 cos3α,

cn(α) = 0.9769 sinα− 0.2405 sin2α+ 0.0096 sin3α,

а для второго (рис. 2.2)
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mα(α) = −0.4201 sinα− 0.0729 sin2α− 0.0373 sin3α,

cτ (α) = −0.2507+ 1.2927 cosα− 0.4484 cos2α− 0.0083 cos3α,

cn(α) = 1.7225 sinα+ 0.2657 sin2α+ 0.0127 sin3α.

Зависимости аэродинамических коэффициентов от простран-
ственного угла атаки для различных типов спускаемых аппара-
тов, рассчитанные по ударной теории Ньютона [15], показаны на
рис. 2.3–2.10.
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два осесимметричных тела сегментально-конической и вытяну-
той конической формы и приведены примеры аппроксимации их
экспериментальных аэродинамических характеристик (сплошные
линии) рядами Фурье (пунктирные линии). Для первого тела
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cn(α) = 0.9769 sinα− 0.2405 sin2α+ 0.0096 sin3α,

а для второго (рис. 2.2)

-1,5

-1

-0,5

0

0,5

1

1,5

2

0 60 120 180

-0,2

0

0,2

0 60 120 180

,

,

ãðàä

ãðàä

�

�

nc

�c

�ccn ,

m�

7,0�
T

x

55,0�
T

x

4,0�
T

x

25,0�
T

x

1,0�
T

x

Рис. 2.3. Зависимость аэродинамических коэффициентов от угла атаки для
спускаемого аппарата «Марс»

2.1. Уравнения невозмущённого движения 59

mα(α) = −0.4201 sinα− 0.0729 sin2α− 0.0373 sin3α,

cτ (α) = −0.2507+ 1.2927 cosα− 0.4484 cos2α− 0.0083 cos3α,

cn(α) = 1.7225 sinα+ 0.2657 sin2α+ 0.0127 sin3α.

Зависимости аэродинамических коэффициентов от простран-
ственного угла атаки для различных типов спускаемых аппара-
тов, рассчитанные по ударной теории Ньютона [15], показаны на
рис. 2.3–2.10.

-1

-0,5

0

0,5

1

1,5

2

0 60 120 180

nc

�c

�ccn ,

-0,5

-0,25

0

0,25

0,5

0,75

0 60 120 180

m �
0,85

T
x �

0,65
T

x �

0,45
T

x �

0,25
T

x �

0,05
T

x �

�, ãðàä

�, ãðàä

Рис. 2.4. Зависимость аэродинамических коэффициентов от угла атаки для
спускаемого аппарата «Джемени»



60 Гл. 2. Невозмущённое движение

-1

-0,5

0

0,5

1

1,5

2

0 60 120 180

-0,1

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0 60 120 180

nc

�c

�ccn ,

m �
0,85

T
x �

0,65
T

x �

0,45
T

x �

0,25
T

x �

0,05
T

x �

�, ãðàä

�, ãðàä

Рис. 2.5. Зависимость аэродинамических коэффициентов от угла атаки для
спускаемого аппарата «Апполон»

При перемещении точки приведения момента зависимость
mα(α), а, следовательно, и соответствующий аппроксимирую-
щий ряд (2.3) остаются нечётными, изменяются только значе-
ния коэффициентов bi. На рис. 2.11 показаны примеры зави-
симости mα(α) для различных положений точки приведения,
задаваемых относительным расстоянием от носка xT = xT /L,
а в табл. 2.3 приведены соответствующие значения коэффициен-
тов bi.
Из рис. 2.11 видно, что при определённых значениях xT воз-

никают устойчивые и неустойчивые промежуточные положения
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Рис. 2.6. Зависимость аэродинамических коэффициентов от угла атаки для
спускаемого аппарата «ЭКО-НХ»

Т а б л иц а 2.3. Значения коэффициентов bi в формуле (2.3)

xT 0.33 0.37 0.41 0.45 0.49

b1 −0.1019 −0.0629 −0.0238 0.0153 0.0544

b2 0.0088 −0.0008 −0.0104 −0.0200 −0.0296
b3 −0.0218 −0.0245 −0.0272 −0.0299 −0.0326
b4 −0.0009 −0.0009 −0.0009 −0.0009 −0.0009
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Рис. 2.7. Зависимость аэродинамических коэффициентов от угла атаки для
спускаемого аппарата «Союз»

равновесия между α = 0◦ и α = 180◦. Учёт промежуточных поло-
жений равновесия представляется достаточно важным, посколь-
ку этот фактор может оказывать существенное влияние на ха-
рактер движения тела. Очевидно, что для тел, имеющих проме-
жуточное положение равновесия, аппроксимирующий ряд (2.3)
должен содержать не менее двух гармоник.
Рассмотрим первое уравнение системы (2.1) и перепишем его

в виде
α̈+ F (α) = 0. (2.6)
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Рис. 2.8. Зависимость аэродинамических коэффициентов от угла атаки для
спускаемого аппарата конической формы

Функция F (α) с учётом разложения восстанавливающего момен-
та (2.5) запишется следующим образом:

F (α) = (G−R cosα)(R−G cosα)
sin3 α

+ q sinα
n−1∑
i=0

ci cosi α. (2.7)

Уравнение (2.6) имеет интеграл энергии

E = α̇2

2
+W (α) = h = const, (2.8)
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+ q sinα
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Рис. 2.9. Зависимость аэродинамических коэффициентов от угла атаки для
спускаемого аппарата «Викинг»

где

W (α) =
∫
F (α) dα = G2 +R2 − 2GR cosα

2 sin2 α
− q

n−1∑
i=0

ci
i+ 1

cosi+1 α.

(2.9)
Чтобы исключить в (2.9) тригонометрические функции, целе-

сообразно перейти к новой переменной u посредством замены

u = cosα, u̇ = −α̇ sinα. (2.10)
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-0,032

-0,024

-0,016

-0,008

0

0 60 120 180

-1

-0,5

0

0,5

1

0 60 120 180

nc

�c

�ccn ,

�, ãðàä

m �

0,1
T

x �

0,15
T

x �

0,2
T

x �

0,25
T

x �

0,3
T

x �

�, ãðàä

Рис. 2.10. Зависимость аэродинамических коэффициентов от угла атаки для
спускаемого аппарата «Фотон»

Значениям угла α из интервала [0,π] взаимно однозначно соот-
ветствуют значения переменной u на интервале [−1,+1]. С учё-
том замены (2.10) уравнение (2.8) можно записать в виде

u̇2 = f(u), (2.11)

где

f(u) = 2(1− u2)
[
h+ q

n−1∑
i=0

ci
i+ 1

ui+1
]

+ 2GRu−G2 −R2. (2.12)

3 В.С. Асланов
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3 В.С. Асланов
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Рис. 2.11. Зависимость коэффициента восстанавливающего момента от угла
атаки для аппарата сегментально-конической формы

Разделив переменные в уравнении (2.11) и проинтегрировав
его, получим

t− t0 = ±
u∫

u0

du√
f(u)

. (2.13)

Как видно из (2.12), полином f(u) имеет степень не выше
(n+ 2). При условии, что n � 2 интеграл в правой части (2.13)
относится к семейству эллиптических и с помощью известных
приёмов может быть выражен через нормальные эллиптические
интегралы [42]. Ниже будут рассмотрены случаи n = 1 и n = 2.

2.2. Общие решения уравнений движения тела
с синусоидальной зависимостью восстанавливающего

момента от угла атаки

Если тело имеет форму сферы или тонкого конуса, то его
моментная характеристика описывается синусоидальной зависи-
мостью от угла атаки [15]:

Mα(α, z) = −qc0 sinα = a(z) sinα. (2.14)
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Будем рассматривать только статически устойчивые тела, когда

a =
(
∂Mα

∂α

)∣∣∣∣
α=0

< 0.

С учётом (2.14) представим уравнение (2.11) в виде полинома
третьей степени по степеням u:

u̇2 = 2au3 − 2hu2 − 2(a−RG)u+ (2h−R2 −G2) = f(u). (2.15)

Функция u изменяется периодически между двумя корнями ку-
бического уравнения

f(u) = 0. (2.16)

Для больших положительных значений u функция f(u) является
отрицательной величиной и наоборот, для больших отрицатель-
ных значений u функция f(u) является положительной величи-
ной. При u = −1 функция f(u) = −(G+R)2 � 0. Следовательно,
по крайней мере один из корней уравнения (2.16) меньше или
равен −1, назовём этот корень u3 (рис. 2.12). Физическое движе-
ние реализуется только в том случае, когда u̇2 > 0, а поскольку
u = cosα, то два остальных корня кубического уравнения (2.16)
лежат в пределах −1 � u2 � u1 � 1. Корень u1 соответствует
минимальному значению угла α, а корень u2 — максимальному
(u1 = cosαmin, u2 = cosαmax).

f u( )

uu
1

uu
23

1–1
0

Рис. 2.12. Расположение корней полинома f(u)

Введём в интеграле (2.13) замену переменных
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u∫

u0

du√
f(u)
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представить в виде

β(t− t0) =
ν∫

π/2

dν√
1− k2 sin2 ν

= F (ν, k) −K(k), (2.18)

где k2 = (u1 − u2)/(u1 − u3) � 1 — модуль эллиптических функ-
ций,

β =

√
−a(u1 − u3)

2
,

K(k) =
π/2∫

0

dν√
1− k2 sin2 ν

, F (ν, k) =
ν∫

0

dν√
1− k2 sin2 ν

— полный и неполный эллиптические интегралы первого ро-
да [42].
Перепишем выражение (2.18) с помощью амплитуды-функ-

ции Якоби [42]
ν = am[β(t− t0) +K, k]

и подставим его в формулу (2.17). После элементарных преобра-
зований имеем общее решение для угла нутации в виде

cosα = (u1 − u2)cn2[β(t− t0) +K, k] + u2, (2.19)

где cn[..] — эллиптический косинус.
Из решения (2.19) следует, что период угла атаки равен

T = 2K
β
.

Связь между корнями уравнения (2.16), входящими в общее
решение (2.19), и постоянными из выражения (2.15) однознач-
но определяется посредством инвариантов кубического уравне-
ния [18]

u1 + u2 + u3 = h

a
, u1u2 + u1u3 + u2u3 = RG

a
− 1,

u1u2u3 = R2 +G2 − 2h
2a

.

Если в этих соотношениях в качестве независимого параметра
вместо постоянной h выбрать один из корней, например, u2 =
= cosαmax, то два остальных корня можно выразить с помощью
формул [11]:

u1 = cosαmin = η − c− bu2

1− u22
, (2.20)
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u3 = −η − c− bu2

1− u22
, (2.21)

η =

√
1− 2cu2 − b

1− u22
+
(
c− bu2

1− u22

)2
, (2.22)

где
c = R2 +G2

−4a , b = RG

−2a.
Причём постоянная энергия h вычисляется по формуле

h = R2 +G2 − 2RGu2
2(1− u22)

+ au2.

С учётом соотношений (2.20)–(2.22) формулы для модуля k и
частоты β перепишутся в виде

k2 = u1 − u2
2η

, β =
√−aη .

Решение (2.19) можно существенно упростить, если воспользо-
ваться аппроксимацией эллиптического косинуса тригонометри-
ческими функциями [42]

cnz ≈ cos y(1− p sin2 y), (2.23)

где

p = 21−
√
k′

1+
√
k′
, k′ =

√
1− k2 , y = πz

2K
.

Точность аппроксимации (2.23) уменьшается с увеличением
модуля k. Так, при k = 0.7 абсолютная погрешность не более
0.005, при k = 0.9 погрешность не превышает 0.015, что соответ-
ствует для плоского случая движения (R = 0, G = 0) следующим
амплитудным значениям угла нутации: 90◦ и 130◦. Подставим
формулу (2.23) в решение (2.19) и в результате получим прибли-
жённое решение для пространственного угла атаки:

cosα = B(1− cos y)(m− cos y)2 + u2, (2.24)

где
y = πβ

t− t0
K

, B = (u1 − u2)p2

8
, m = 2− p

p
.

На рис. 2.13 показано сравнение точного аналитического ре-
шения (2.19) и приближённого решения (2.24) при различных
значениях модуля k.
Решение (2.24) можно ещё более упростить для случаев,

когда движение тела происходит с малыми углами атаки. То-
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гда можно считать, что модуль k → 0, дополнительный модуль
k′ → 1, а параметр p→ 0. Решение примет вид

cosα = (u1 + u2)
2

+ (u2 − u1)
2
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Рис. 2.13. Сравнение точного аналитического (сплошная линия) и приближён-
ного (штриховая линия) решений

При известном общем решении для угла атаки (2.19) решения
для углов аэродинамического крена (собственного вращения)
и скоростного крена (прецессии) могут быть найдены путём
обычного взятия квадратур [12]. Правые части уравнений для
этих углов

ϕ̇ = R

Ix
− (G−R cosα) cosα

sin2 α
= Fϕ(α), γ̇ = G−R cosα

sin2 α
= Fγ(α)

разложим на простейшие дроби по cosα:

Fϕ(α) =
(
1
Ix

− 1
)
R+ 1

2

(
R+G

1+ cosα
+ R−G

1− cosα

)
, (2.25)
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Fγ(α) = 1
2

(
R+G

1+ cosα
− R −G

1− cosα

)
. (2.26)

С учётом общего решения (2.19) проинтегрируем по времени
следующие выражения, входящие в (2.25) и (2.26) (не нарушая
общности, будем считать t0 = 0):

I± =
t∫

0

dt

1± cosα
=

t∫

0

dt

1± (u1 − u2)cn2(βt+K, k) + u2
.

Тогда квадратуры для углов ϕ и γ можно представить в виде

ϕ− ϕ0 =
t∫

0

Fϕ[α(t)] dt =
(
1
Ix

− 1
)
Rt+ 1

2
[(R+G)I+ + (R−G)I−],

γ − γ0 =
t∫

0

Fγ [α(t)] dt = 1
2

[(R+G)I+ − (R−G)I−].

Для вычисления интегралов I± воспользуемся заменой пере-
менной:

ξ = am(βt+K, k), dt = 1
β

dξ√
1− k2 sin2 ξ

,

в результате получим

I− = 1
β(u1 − u2)

n1 [П(ξ,n1, k) −П(n1, k)] ,

I+ = − 1
β(u1 − u2)

n2 [П(ξ,n2, k) −П(n2, k)] ,

где

П(ξ,n, k) =
ξ∫

0

dξ

(1+ n sin2 ξ)
√
1− k2 sin2 ξ

, П(n, k) = П(π
2
,n, k)

— неполный и полный эллиптические интегралы третьего рода
в нормальной форме Лежандра, n — параметр эллиптического
интеграла третьего рода,

n1 = u1 − u2
1− u1

, n2 = −u1 − u2
1+ u1

.
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Окончательно запишем формулы для угла аэродинамического
крена (собственного вращения) и угла скоростного крена (пре-
цессии) в следующем виде:

ϕ− ϕ0 =
(
1
Ix

− 1
)
Rt+ 1

2β(u1 − u2)

{
(R−G)n1[П(ξ,n1, k) −

−П(n1, k)] − (R+G)n2[П(ξ,n2, k) −П(n1, k)]
}
, (2.27)

γ − γ0 = 1
2β(u1 − u2)

{−(R−G)n1[П(ξ,n1, k) −П(n1, k)] −

− (R+G)n2 [П(ξ,n2, k) −П(n1, k)]
}
. (2.28)

Таким образом, для синусоидального восстанавливающего мо-
мента получены аналитические зависимости углов Эйлера от
времени для невозмущённого случая движения (случай Лагран-
жа), которые будут использованы при построении усреднённых
уравнений возмущённого движения.

2.3. Особенности движения тела с бигармонической
характеристикой восстанавливающего момента

Для тел сегментально-конической, затуплённо-конической
форм (спускаемые модули «Союз», «Марс», «Аполлон», «Викинг»
и др.) возможно наличие трёх балансировочных положений по
углу атаки (рис. 2.1). Очевидно, что в этом случае для удовле-
творительной аппроксимации зависимости восстанавливающего
момента от угла атаки необходимо удерживать не менее двух
гармоник тригонометрического ряда в разложении (2.5)

Mα(α, z) = −qc0 sinα− qc1 sinα cosα

или
Mα(α, z) = a(z) sinα+ b(z) sin 2α. (2.29)

Зависимость (2.29) в дальнейшем будем называть бигармо-
нической моментной характеристикой. На знаки медленно ме-
няющихся коэффициентов a(z) и b(z) никаких ограничений не
накладывается (моментMα(α, z) может быть как собственно вос-
станавливающим, так и опрокидывающим). Следует отметить,
что при b = 0, a > 0 (a = const ), уравнение (2.1) описывает дви-
жение тяжёлого твёрдого тела в случае Лагранжа в классической
постановке [38].
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Рассмотрим характерные особенности движения, возникаю-
щие в результате учёта второй гармоники, для этого воспользу-
емся уравнением невозмущённого движения вида

α̈+ F (α) = 0, (2.30)

где

F (α) = (R−G cosα)(G−R cosα)
sin3 α

− a sinα− b sin 2α. (2.31)

Уравнение (2.30) имеет интеграл энергии

α̇2

2
+W (α) = E, (2.32)

W (α) =
∫
F (α) dα = Wg(α) +Wr(α),

где

Wg(α) = G2 +R2 − 2GR cosα
2 sin2 α

, Wr(α) = a cosα+ b cos2 α.

Значениям угла α из интервала [0,π] взаимно однознач-
но соответствуют значения переменной u = cosα на интервале
[−1,+1]. С учётом замены (2.10) уравнение (2.32) можно запи-
сать в виде

u̇2

2(1− u2)
+W (u) = E, (2.33)

W (u) = Wg(u) +Wr(u),

где
Wg(u) = G2 +R2 − 2GRu

2(1− u2)
, Wr(u) = au+ bu2.

Характер фазового портрета системы, описываемой уравне-
нием (2.33), определяется формой зависимости W (u). В частно-
сти, от количества и расположения экстремумов этой функции
зависит число и тип особых точек. Каждому минимуму соответ-
ствует устойчивая точка типа центра, а каждому максимуму —
неустойчивая точка типа седла (рис. 2.14). Исследуем поведение
функции W (u) = Wg(u) +Wr(u) при различных сочетаниях па-
раметров R, G, a, b. Продифференцируем функцию Wg(u) по
переменной u:

W ′
g(u) = (R2 +G2)u−RG(1+ u2)

(1− u2)2
.

Числитель дроби имеет действительные взаимно обратные
корни R/G и G/R, из которых только один принадлежит рас-
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ϕ− ϕ0 =
(
1
Ix

− 1
)
Rt+ 1

2β(u1 − u2)

{
(R−G)n1[П(ξ,n1, k) −

−П(n1, k)] − (R+G)n2[П(ξ,n2, k) −П(n1, k)]
}
, (2.27)

γ − γ0 = 1
2β(u1 − u2)

{−(R−G)n1[П(ξ,n1, k) −П(n1, k)] −

− (R+G)n2 [П(ξ,n2, k) −П(n1, k)]
}
. (2.28)
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Рис. 2.14. Фазовый портрет консервативной системы

сматриваемому интервалу [−1,+1]. Следовательно, существует
единственный экстремум функции Wg(u), причём этот экстре-
мум, равный 0.5max {R2,G2} � 0, очевидно, является миниму-
мом. Анализируя вторую производную

W ′′
g (u) = (R2 +G2)(1+ 3u2) − 2RGu(3+ u2)

(1− u2)3
, (2.34)

можно установить, что она, как и сама функция Wg(u), всюду
на интервале неотрицательна. Действительно, числитель имеет
экстремумы в уже известных точках R/G и G/R, равные соот-
ветственно (G2 −R2)2/R2 � 0 и (G2 −R2)2/G2 � 0, а на концах
интервала u = ±1 принимает значения 4(G ∓ R)2 � 0. Отсюда
следует вывод, что функция Wg(u) не имеет точек перегиба, а её
производная монотонно возрастает на всём интервале.
Рассмотрим теперь квадратичную функцию Wr(u). Она имеет

экстремум в точке (−a/2b), где её производная W ′
r(u) = a+ 2bu

обращается в ноль. Вторая производная W ′′
r (u) = 2b является по-

стоянной величиной. Из сказанного следует, что при выполнении
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условия
b � −[ min

−1�u�1
(
0.5W ′′

g (u)
)] ≡ b∗, (2.35)

вторая производная W ′′(u) = W ′′
g (u) + W ′′

r (u) неотрицательна,
т. е. функция W (u) на рассматриваемом интервале не имеет
точек перегиба. Это означает, что на фазовом портрете систе-
мы существует единственное устойчивое положение равновесия,
а седловая особая точка отсутствует. Согласно (2.35) величина
b∗ всегда отрицательна. При R = G = 0 функция W ′′

g (u) вы-
рождается, поэтому b∗ = 0, и условие (2.35) приобретает вид
b � 0. Из (2.34) видно, что с увеличением абсолютных значений
параметров R и G величина b∗ уменьшается, т. е. условие (2.35)
ослабляется.
Очевидно, седловая точка будет отсутствовать также при

достаточно малой абсолютной величине коэффициента b (движе-
ние, близкое к случаю Лагранжа). Действительно, если

|b| � 0.5|a|, (2.36)

то функция W ′′
r (u) на всём интервале имеет один и тот же знак,

следовательно, производная W ′(u) = W ′
g(u) +W ′

r(u) обращается
в ноль в единственной точке, и функция W (u) имеет единствен-
ный экстремум — минимум.
Если ни одно из условий (2.35), (2.36) не выполняется, то

возможно наличие двух минимумов и одного максимума функ-
ции W (u) на интервале [−1,+1], что соответствует наличию
на фазовом портрете неустойчивой особой точки типа седла
(рис. 2.14). Указанная ситуация будет иметь место при выполне-
нии условия

W ′(u∗1) ·W ′(u∗2) < 0, (2.37)

где u∗1, u∗2 — корни уравнения W ′′(u) = 0.
Из условия (2.36) вытекает, что если внутри интервала [0,π]

седловая точка отсутствует в плоском случае (R = G = 0), то
она будет отсутствовать и в случае пространственных колебаний,
независимо от величины параметров R и G. С другой стороны,
если при R = G = 0 седловая точка имеет место, то обеспечить
её отсутствие для любых значений энергии E согласно (2.34),
(2.35) можно выбором достаточно больших по модулю конечных
R и G.
При выполнении условия (2.37) фазовая плоскость разбива-

ется сепаратрисой на три области: внешнюю и две внутренних.
Если E > W∗, где W∗ — значение W (u) в точке среднего экс-
тремума (максимума), то движение происходит во внешней об-
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ласти по единственно возможной фазовой траектории (рис. 2.15).
В противном случае (E < W∗) движение может осуществлять-
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Рис. 2.15. Зависимость функций W (u) и W ′(u) от u = cos α

ся в любой из внутренних областей в зависимости начальных
условий. Строгое равенство E = W∗ соответствует движению по
сепаратрисе.
Таким образом, учёт второй гармоники в зависимости восста-

навливающего момента от угла нутации Mα(α) приводит к воз-
никновению качественно новых свойств, не характерных для
случая Лагранжа, обусловленных возможностью появления на
фазовом портрете системы особой точки типа седла, соответ-
ствующей неустойчивому положению равновесия. При наличии
возмущений происходит эволюция величины энергии E, что мо-
жет привести к проходу её через критическое значение W∗. Это
соответствует пересечению фазовой траекторией сепаратрисы,
когда осуществляется переход между областями фазовой плос-
кости, внешне сопровождающийся скачкообразным изменением
амплитуды колебаний угла нутации. Эту важную особенность
необходимо учитывать при построении асимптотических прибли-
жений возмущённой системы.
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2.4. Общее решение уравнения движения тела
с бигармонической моментной характеристикой

Перейдём к построению аналитического решения уравнения
невозмущённого движения для угла атаки для тела с бигармони-
ческой моментной характеристикой (2.29):

α̈+ (R−G cosα)(G−R cosα)
sin3 α

− a sinα− b sin 2α = 0.

Интеграл энергии (2.38) после замены u = cosα и разрешения
его относительно производной принимает следующий вид:

u̇2 = f(u), (2.38)

где

f(u) = 2(1− u2)(E − au− bu2) + 2GRu−G2 −R2 =

= 2bu4 + 2au3 − 2(b+E)u2 − 2(a−GR)u+ (2E −G2 −R2).

(2.39)
Разделив переменные в уравнении (2.38) и проинтегрировав,
получим

t− t0 =
u∫

u0

[f(u)]−1/2 du. (2.40)

Полином f(u) имеет четвёртую степень относительно u. Это
означает, что интеграл (2.40) относится к семейству эллиптиче-
ских интегралов [27].
Пусть полином (2.39) имеет четыре корня u1, u2, u3, u4,

значения которых определяются величинами параметров a, b, R,
G, E. При всём многообразии возможных сочетаний последних
существует ограниченное число характерных вариантов распо-
ложения корней. Для их выявления исследуем функцию f(u).
В точках u = ±∞, u = ±1 её значения равны

f(±∞) = sign (b) · ∞, f(±1) = −(G∓R)2 � 0. (2.41)

Реальному механическому процессу соответствуют значения u из
интервала [−1,+1] и неотрицательные значения функции f(u)
в силу уравнения (2.38). Но так как при u = ±1 согласно (2.41)
f(u) � 0, то на указанном интервале полином должен иметь
чётное количество действительных корней.
Рассмотрим вначале случай, когда b > 0. В соответствии

с (2.41) возможен единственный вариант расположения корней,
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ласти по единственно возможной фазовой траектории (рис. 2.15).
В противном случае (E < W∗) движение может осуществлять-
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Рис. 2.15. Зависимость функций W (u) и W ′(u) от u = cos α

ся в любой из внутренних областей в зависимости начальных
условий. Строгое равенство E = W∗ соответствует движению по
сепаратрисе.
Таким образом, учёт второй гармоники в зависимости восста-
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никновению качественно новых свойств, не характерных для
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2.4. Общее решение уравнения движения тела
с бигармонической моментной характеристикой
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sin3 α
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(2.39)
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u0

[f(u)]−1/2 du. (2.40)
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значения которых определяются величинами параметров a, b, R,
G, E. При всём многообразии возможных сочетаний последних
существует ограниченное число характерных вариантов распо-
ложения корней. Для их выявления исследуем функцию f(u).
В точках u = ±∞, u = ±1 её значения равны

f(±∞) = sign (b) · ∞, f(±1) = −(G∓R)2 � 0. (2.41)

Реальному механическому процессу соответствуют значения u из
интервала [−1,+1] и неотрицательные значения функции f(u)
в силу уравнения (2.38). Но так как при u = ±1 согласно (2.41)
f(u) � 0, то на указанном интервале полином должен иметь
чётное количество действительных корней.
Рассмотрим вначале случай, когда b > 0. В соответствии

с (2.41) возможен единственный вариант расположения корней,
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когда все четыре из них являются действительными, причём два
лежат на интервале [−1,+1], а два других — вне интервала
(рис. 2.16а). Нумерацию корней здесь и далее будем осуществ-
лять так, чтобы реальному движению соответствовал интервал
[u2,u1] ⊂ [−1,+1]. Два оставшихся корня в данном случае про-
нумеруем в соответствии с условием u3 � −1, u4 � 1.
В случае, когда b < 0, возможно несколько различных ва-

риантов расположения корней. Если корни u3 и u4 действи-
тельные, то существует два варианта, когда указанные корни
расположены вне интервала [−1,+1]: u4 < u3 < −1 и u3 > u4 > 1
(рис. 2.16 в,г), и два варианта — когда внутри: −1 < u4 < u3 <
< u2 < u1 < 1 и −1 < u2 < u1 < u4 < u3 < 1 (рис. 2.16 б). И, на-
конец, можно выделить три варианта, когда корни u3 и u4 явля-
ются комплексно-сопряжёнными числами, действительная часть
которых лежит соответственно слева, справа или внутри отрезка
[u2,u1] (рис. 2.16 б,в,г). Все вышеупомянутые варианты располо-
жения корней представлены в табл. 2.4.
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Рис. 2.16. Варианты расположения корней полинома f(u)

Приведение интеграла (2.40) к нормальным эллиптическим
интегралам осуществляется посредством замены переменных
u = u(γ), вид которой зависит от знака старшего коэффициен-
та b, а также от типа и сочетания значений корней полинома
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f(u). Для вариантов R0..R4, когда все четыре корня действи-
тельные, замена при условии принятой выше системы нумерации
корней может быть представлена в виде [27]

u = u1(u2 − u3) + u3(u1 − u2) cos2 γ
(u2 − u3) + (u1 − u2) cos2 γ

, (2.42)

а для вариантов C0..C2, когда имеют место два действительных
и два комплексных корня

u = (u2 + u1ξ) − (u2 − u1ξ) cos γ
(1+ ξ) − (1− ξ) cos γ

, (2.43)

где
ξ = cosχ1

cosχ2
, tgχ1 = u1 − u34

v
, tgχ2 = u2 − u34

v
.

Т а б л иц а 2.4. Расположение корней полинома f(u)

Шифр
варианта b u1,u2 u3,u4 Тип корней

R0 b > 0 u3 < −1, u4 > 1

R1 u4 < u3 < −1 все корни

R2 u3 > u4 > 1 u1,u2,u3,u4

R3 −1 < u2 <
< u1 < 1

−1 < u4 < u3 <
< u2 < u1 < 1 действительные

R4 b < 0 −1 < u2 < u1 <
< u4 < u3 < 1

C0 u2 < u34 < u1 корни u1,u2

C1 u34 < u2 действительные

C2 u34 > u1
корни u3,4 = u34 + iv

комплексно-
сопряжённые

С помощью замены переменных (2.42) или (2.43) подынте-
гральное выражение в (2.40) перепишем в виде

du

[f(u)]1/2
= μ

2|b|
dγ

[1− k2 sin2 γ]1/2
,

где μ, k — параметры, которые выражаются через корни u1...u4.
Тогда интеграл (2.40) можно представить следующим образом:

βt+ τ0 =

γ∫

0

dγ

[1− k2 sin2 γ]1/2
= F (γ, k), (2.44)



78 Гл. 2. Невозмущённое движение

когда все четыре из них являются действительными, причём два
лежат на интервале [−1,+1], а два других — вне интервала
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лять так, чтобы реальному движению соответствовал интервал
[u2,u1] ⊂ [−1,+1]. Два оставшихся корня в данном случае про-
нумеруем в соответствии с условием u3 � −1, u4 � 1.
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Приведение интеграла (2.40) к нормальным эллиптическим
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u = u(γ), вид которой зависит от знака старшего коэффициен-
та b, а также от типа и сочетания значений корней полинома
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f(u). Для вариантов R0..R4, когда все четыре корня действи-
тельные, замена при условии принятой выше системы нумерации
корней может быть представлена в виде [27]

u = u1(u2 − u3) + u3(u1 − u2) cos2 γ
(u2 − u3) + (u1 − u2) cos2 γ

, (2.42)

а для вариантов C0..C2, когда имеют место два действительных
и два комплексных корня

u = (u2 + u1ξ) − (u2 − u1ξ) cos γ
(1+ ξ) − (1− ξ) cos γ

, (2.43)

где
ξ = cosχ1

cosχ2
, tgχ1 = u1 − u34

v
, tgχ2 = u2 − u34

v
.

Т а б л иц а 2.4. Расположение корней полинома f(u)

Шифр
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R1 u4 < u3 < −1 все корни

R2 u3 > u4 > 1 u1,u2,u3,u4

R3 −1 < u2 <
< u1 < 1

−1 < u4 < u3 <
< u2 < u1 < 1 действительные

R4 b < 0 −1 < u2 < u1 <
< u4 < u3 < 1

C0 u2 < u34 < u1 корни u1,u2

C1 u34 < u2 действительные

C2 u34 > u1
корни u3,4 = u34 + iv

комплексно-
сопряжённые

С помощью замены переменных (2.42) или (2.43) подынте-
гральное выражение в (2.40) перепишем в виде

du

[f(u)]1/2
= μ

2|b|
dγ

[1− k2 sin2 γ]1/2
,

где μ, k — параметры, которые выражаются через корни u1...u4.
Тогда интеграл (2.40) можно представить следующим образом:

βt+ τ0 =

γ∫

0

dγ

[1− k2 sin2 γ]1/2
= F (γ, k), (2.44)
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где β = 2|b|/μ, F (γ, k) — неполный нормальный эллиптический
интеграл первого рода [12], τ0 — постоянная интегрирования.
Обратив интеграл (2.44), будем иметь

γ = am[βt+ τ0, k].

В зависимости от типа корней полинома (2.39) подставим это
выражение в формулу (2.42) или в (2.43). После ряда преоб-
разований общее решение для угла атаки можно представить
в виде [6]

cosα = u = L+ M

1+Ncnδ(βt+ τ0, k)
. (2.45)

Однако следует отметить, что впервые подобное решение
было приведено в работе [13]. Параметры L, M , N , β, k, δ
определяются в зависимости от типа корней полинома f(u) по
одному из двух вариантов:
а) четыре действительных корня (δ = 2)⎧⎪⎨⎪⎩
L = u3, M = u1 − u3, N = u1 − u2

u2 − u3
,

k2 = (u1 − u2)(u3 − u4)
(u1 − u3)(u2 − u4)

, β = [−0.5b(u1 − u3)(u2 − u4)]1/2;

(2.46)
б) два действительных и два комплексных корня (δ = 1)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L = u1ξ − u2
ξ − 1 , M = 2ξ(u2 − u1)

ξ2 − 1 , N = ξ − 1
ξ + 1

,

k2 = 1
2

(
1− ζ

η

)
, β = (−2bη)1/2,

ξ = [(u1 − u34)2 + v2]−1/2[(u2 − u34)2 + v2]1/2,
η = [(u1 − u34)2 + v2]1/2[(u2 − u34)2 + v2]1/2,
ζ = (u1 − u34)(u2 − u34) + v2.

(2.47)

Величина τ0 определяется из начальных условий

τ0 = F (γ0, k), γ0 = − sign (α̇0) arccos
[
L+M − cosα0
N(cosα0 − L)

]1/δ

. (2.48)

Общее решение (2.45) позволяет определить период Tα и частоту
ωα колебаний угла атаки. Периоды функций cn(x, k) и cn2(x, k)
равны соответственно 4K(k) и 2K(k), где K(k) — полный нор-
мальный эллиптический интеграл первого рода. Согласно фор-
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муле (2.45) имеем βTα = 4K(k)/δ. Тогда получим

Tα = 4K(k)
δβ

, ωα = δπβ

2K(k)
. (2.49)

Представляет интерес рассмотрение вариантов, граничных меж-
ду приведёнными в табл. 2.4. Возможны следующие переходные
случаи: R3-C0, R4-C0, когда u2 = u3, v = 0 или u1 = u4, v = 0;
R1-C1, R2-C2, R3-C1, R4-C2, когда u3 = u4, v = 0 (рис. 2.16).
Случаи R1-C1 и R3-C1 или R2-C2 и R4-C2 также могут сов-
падать между собой, образуя соответственно случаи R1-R3-C1,
когда u3 = u4 = −1, или R2-R4-C2, когда u3 = u4 = 1.
Из (2.46), (2.47) следует, что в вариантах R1-C1, R2-C2,

R3-C1, R4-C2 модуль эллиптических интегралов k = 0. Можно
показать, что в этом случае выражения (2.46), (2.47), будучи
подставленными в (2.42) и (2.43), после ряда преобразований
приводят к одной и той же форме общего решения, в кото-
рой эллиптические функции заменены обычными тригонометри-
ческими. Варианты R3-C0, R4-C0, которые могут иметь место
только при выполнении необходимых условий (2.36), (2.37), со-
ответствуют движению по сепаратрисе. При этом согласно (2.46)
и (2.47) модуль k = 1, откуда следует, что частота колебаний
угла атаки ωα = 0, а период Tα является бесконечно большой
величиной. Это объясняется асимптотическим замедлением дви-
жения вблизи седловой особой точки.
Ещё один важный частный случай движения — регулярная

прецессия — соответствует равенству корней u1 и u2. Это озна-
чает согласно (2.46) и (2.47), что параметр N = 0, а общее
решение (2.45) вырождается к виду cosα = u1.
Так как бигармоническая зависимость mα(α) (2.29) является

расширением синусоидальной зависимости, естественно предпо-
ложить, что из общего решения (2.45) можно получить общее
решение для угла в случае синусоидальной моментной харак-
теристики (2.19). Однако просто приравнять нулю коэффициент
второй гармоники b нельзя из-за возникающих при этом особен-
ностей. При строгом равенстве нулю коэффициента b (случай
Лагранжа) полином f(u) является кубическим. При этом, как
известно, два корня лежат внутри интервала [−1,+1], а тре-
тий — вне его (это вытекает из того, что в данном случае
f(±∞) = ± sign (a) · ∞, f(±1) = −(G ∓ R)2 � 0). Очевидно,
при малых абсолютных значениях коэффициента b всегда будут
иметь место четыре действительных корня, причём возможны
только варианты R0, R1, R2 (табл. 2.4), когда корни u3, u4 лежат
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где β = 2|b|/μ, F (γ, k) — неполный нормальный эллиптический
интеграл первого рода [12], τ0 — постоянная интегрирования.
Обратив интеграл (2.44), будем иметь

γ = am[βt+ τ0, k].
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выражение в формулу (2.42) или в (2.43). После ряда преоб-
разований общее решение для угла атаки можно представить
в виде [6]

cosα = u = L+ M

1+Ncnδ(βt+ τ0, k)
. (2.45)

Однако следует отметить, что впервые подобное решение
было приведено в работе [13]. Параметры L, M , N , β, k, δ
определяются в зависимости от типа корней полинома f(u) по
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L = u3, M = u1 − u3, N = u1 − u2

u2 − u3
,

k2 = (u1 − u2)(u3 − u4)
(u1 − u3)(u2 − u4)

, β = [−0.5b(u1 − u3)(u2 − u4)]1/2;

(2.46)
б) два действительных и два комплексных корня (δ = 1)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

L = u1ξ − u2
ξ − 1 , M = 2ξ(u2 − u1)

ξ2 − 1 , N = ξ − 1
ξ + 1

,

k2 = 1
2

(
1− ζ

η

)
, β = (−2bη)1/2,

ξ = [(u1 − u34)2 + v2]−1/2[(u2 − u34)2 + v2]1/2,
η = [(u1 − u34)2 + v2]1/2[(u2 − u34)2 + v2]1/2,
ζ = (u1 − u34)(u2 − u34) + v2.

(2.47)

Величина τ0 определяется из начальных условий

τ0 = F (γ0, k), γ0 = − sign (α̇0) arccos
[
L+M − cosα0
N(cosα0 − L)

]1/δ

. (2.48)

Общее решение (2.45) позволяет определить период Tα и частоту
ωα колебаний угла атаки. Периоды функций cn(x, k) и cn2(x, k)
равны соответственно 4K(k) и 2K(k), где K(k) — полный нор-
мальный эллиптический интеграл первого рода. Согласно фор-
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муле (2.45) имеем βTα = 4K(k)/δ. Тогда получим

Tα = 4K(k)
δβ

, ωα = δπβ

2K(k)
. (2.49)

Представляет интерес рассмотрение вариантов, граничных меж-
ду приведёнными в табл. 2.4. Возможны следующие переходные
случаи: R3-C0, R4-C0, когда u2 = u3, v = 0 или u1 = u4, v = 0;
R1-C1, R2-C2, R3-C1, R4-C2, когда u3 = u4, v = 0 (рис. 2.16).
Случаи R1-C1 и R3-C1 или R2-C2 и R4-C2 также могут сов-
падать между собой, образуя соответственно случаи R1-R3-C1,
когда u3 = u4 = −1, или R2-R4-C2, когда u3 = u4 = 1.
Из (2.46), (2.47) следует, что в вариантах R1-C1, R2-C2,

R3-C1, R4-C2 модуль эллиптических интегралов k = 0. Можно
показать, что в этом случае выражения (2.46), (2.47), будучи
подставленными в (2.42) и (2.43), после ряда преобразований
приводят к одной и той же форме общего решения, в кото-
рой эллиптические функции заменены обычными тригонометри-
ческими. Варианты R3-C0, R4-C0, которые могут иметь место
только при выполнении необходимых условий (2.36), (2.37), со-
ответствуют движению по сепаратрисе. При этом согласно (2.46)
и (2.47) модуль k = 1, откуда следует, что частота колебаний
угла атаки ωα = 0, а период Tα является бесконечно большой
величиной. Это объясняется асимптотическим замедлением дви-
жения вблизи седловой особой точки.
Ещё один важный частный случай движения — регулярная

прецессия — соответствует равенству корней u1 и u2. Это озна-
чает согласно (2.46) и (2.47), что параметр N = 0, а общее
решение (2.45) вырождается к виду cosα = u1.
Так как бигармоническая зависимость mα(α) (2.29) является

расширением синусоидальной зависимости, естественно предпо-
ложить, что из общего решения (2.45) можно получить общее
решение для угла в случае синусоидальной моментной харак-
теристики (2.19). Однако просто приравнять нулю коэффициент
второй гармоники b нельзя из-за возникающих при этом особен-
ностей. При строгом равенстве нулю коэффициента b (случай
Лагранжа) полином f(u) является кубическим. При этом, как
известно, два корня лежат внутри интервала [−1,+1], а тре-
тий — вне его (это вытекает из того, что в данном случае
f(±∞) = ± sign (a) · ∞, f(±1) = −(G ∓ R)2 � 0). Очевидно,
при малых абсолютных значениях коэффициента b всегда будут
иметь место четыре действительных корня, причём возможны
только варианты R0, R1, R2 (табл. 2.4), когда корни u3, u4 лежат
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вне интервала [−1,+1]. Согласно теореме Виета
−a

b
= u1 + u2 + u3 + u4, (2.50)

откуда следует, что при стремлении b к нулю справа или слева
один из корней u3 или u4 стремится к +∞ или −∞, в зависимо-
сти от знака коэффициента первой гармоники a:

a > 0, b→ ±0 : u3 → ∓∞, bu3 = a,

a < 0, b→ ±0 : u4 → ∓∞, bu4 = a.

Будем рассматривать, как и ранее в 2.2, только статически устой-
чивые тела (a = c0 < 0). Для выполнения предельного перехода
u4 → ±∞ запишем общее решение (2.45) в виде

cosα =

L+M + LN

1+N
− LN

1+N
sn2(βt+ τ0, k)

1− N

1+N
sn2(βt+ τ0, k)

. (2.51)

Из формул (2.46) следует

k2 = lim
u4→±∞

(u1 − u2)(u3 − u4)
(u1 − u3)(u2 − u4)

= (u1 − u2)
(u1 − u3)

,
N

1+N
= u1 − u2
u1 − u3

= k2,

LN

1+N
= u3(u1 − u2)

u1 − u3
= u3k

2,
L+M + LN

1+N
= u2.

Тогда после подстановки в (2.51) получим

cosα = u2 − u3k
2 sn2(βt+ τ0, k)

1− k2 sn2(βt+ τ0, k)
,

или с учётом того, что sn(v + K) = cn(v)/dn(v) [42], оконча-
тельно

cosα = u2 + (u1 − u2) cn2(βt+ τ0 +K(k), k).

Это решение совпадает с приведённым ранее решением (2.19).
Решения для углов собственного вращения и прецессии, так

же как и для случая синусоидального восстанавливающего мо-
мента, могут быть получены путём взятия квадратур [36].

2.5. Интегралы действия

Наряду с известными первыми интегралами уравнений невоз-
мущённого движения, например интегралом энергии, существу-
ют первые интегралы — интегралы действия [32], которые при
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некоторых условия можно рассматривать как адиабатические
инварианты возмущённого движения [30].
Рассмотрим возмущённое движение осесимметричного тела.

В этом случае правые части уравнений движения (1.31) зависят
только от одной быстрой переменной — пространственного угла
атаки α:

α̈+ (R−G cosα)(G−R cosα)
sin3 α

−Mα(α, z) =

= εΦα(α, z), ż = εΦz(α, z), (2.52)

где ε — малый параметр, z = (R,G,V ,ϑ,H) — вектор медленно
меняющихся переменных,

εΦα(α, z) =
(
mωz

znl
2

I
− cαya

m

)
qSα̇

V
.

Если в системе уравнений (2.52) пренебречь малым возмуща-
ющим диссипативным моментом εΦα(α, z), то для этой системы
интеграл действия является интегралом возмущённого движе-
ния [21]. Для получения аналитического представления интегра-
ла действия необходимо задаться аналитической зависимостью
восстанавливающего момента Mα(α, z) от угла атаки. Очевидно,
что наиболее общей в рамках этой главы можно считать бигар-
моническую зависимость (2.29)

Mα(α, z) = a(z) sinα+ b(z) sin 2α.

На знаки медленно меняющихся коэффициентов a(z) и b(z)
никаких ограничений не накладывается, момент Mα(α, z) может
быть как собственно восстанавливающим, так и опрокидыва-
ющим.
Найдём аналитические выражения для интеграла действия,

для чего воспользуемся одной из форм его записи [21]:

Ig =
αmax∫

αmin

α̇ dα, (2.53)

где αmin, αmax — амплитудные значения угла атаки (при плоском
вращении αmin = −π, αmax = π). Величину α̇ будем определять
из интеграла энергии системы (2.52) при ε = 0:

E = α̇2

2
+ R2 +G2 − 2RG cosα

2 sin2 α
+ a cosα+ b cos2 α = h. (2.54)
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вне интервала [−1,+1]. Согласно теореме Виета
−a

b
= u1 + u2 + u3 + u4, (2.50)

откуда следует, что при стремлении b к нулю справа или слева
один из корней u3 или u4 стремится к +∞ или −∞, в зависимо-
сти от знака коэффициента первой гармоники a:

a > 0, b→ ±0 : u3 → ∓∞, bu3 = a,

a < 0, b→ ±0 : u4 → ∓∞, bu4 = a.

Будем рассматривать, как и ранее в 2.2, только статически устой-
чивые тела (a = c0 < 0). Для выполнения предельного перехода
u4 → ±∞ запишем общее решение (2.45) в виде

cosα =

L+M + LN

1+N
− LN

1+N
sn2(βt+ τ0, k)

1− N

1+N
sn2(βt+ τ0, k)

. (2.51)

Из формул (2.46) следует

k2 = lim
u4→±∞

(u1 − u2)(u3 − u4)
(u1 − u3)(u2 − u4)

= (u1 − u2)
(u1 − u3)

,
N

1+N
= u1 − u2
u1 − u3

= k2,

LN

1+N
= u3(u1 − u2)

u1 − u3
= u3k

2,
L+M + LN

1+N
= u2.

Тогда после подстановки в (2.51) получим

cosα = u2 − u3k
2 sn2(βt+ τ0, k)

1− k2 sn2(βt+ τ0, k)
,

или с учётом того, что sn(v + K) = cn(v)/dn(v) [42], оконча-
тельно

cosα = u2 + (u1 − u2) cn2(βt+ τ0 +K(k), k).

Это решение совпадает с приведённым ранее решением (2.19).
Решения для углов собственного вращения и прецессии, так

же как и для случая синусоидального восстанавливающего мо-
мента, могут быть получены путём взятия квадратур [36].

2.5. Интегралы действия

Наряду с известными первыми интегралами уравнений невоз-
мущённого движения, например интегралом энергии, существу-
ют первые интегралы — интегралы действия [32], которые при
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некоторых условия можно рассматривать как адиабатические
инварианты возмущённого движения [30].
Рассмотрим возмущённое движение осесимметричного тела.

В этом случае правые части уравнений движения (1.31) зависят
только от одной быстрой переменной — пространственного угла
атаки α:

α̈+ (R−G cosα)(G−R cosα)
sin3 α

−Mα(α, z) =

= εΦα(α, z), ż = εΦz(α, z), (2.52)

где ε — малый параметр, z = (R,G,V ,ϑ,H) — вектор медленно
меняющихся переменных,

εΦα(α, z) =
(
mωz

znl
2

I
− cαya

m

)
qSα̇

V
.

Если в системе уравнений (2.52) пренебречь малым возмуща-
ющим диссипативным моментом εΦα(α, z), то для этой системы
интеграл действия является интегралом возмущённого движе-
ния [21]. Для получения аналитического представления интегра-
ла действия необходимо задаться аналитической зависимостью
восстанавливающего момента Mα(α, z) от угла атаки. Очевидно,
что наиболее общей в рамках этой главы можно считать бигар-
моническую зависимость (2.29)

Mα(α, z) = a(z) sinα+ b(z) sin 2α.

На знаки медленно меняющихся коэффициентов a(z) и b(z)
никаких ограничений не накладывается, момент Mα(α, z) может
быть как собственно восстанавливающим, так и опрокидыва-
ющим.
Найдём аналитические выражения для интеграла действия,

для чего воспользуемся одной из форм его записи [21]:

Ig =
αmax∫

αmin

α̇ dα, (2.53)

где αmin, αmax — амплитудные значения угла атаки (при плоском
вращении αmin = −π, αmax = π). Величину α̇ будем определять
из интеграла энергии системы (2.52) при ε = 0:

E = α̇2

2
+ R2 +G2 − 2RG cosα

2 sin2 α
+ a cosα+ b cos2 α = h. (2.54)
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Произведём замену переменных u = cosα в интеграле дей-
ствия (2.53), учитывая выражение (2.54),

Ig = −m
u2∫

u1

√
f(u)

1− u2
du, (2.55)

где f(u) = u̇2,

f(u) = 2bu4 + 2au3 − 2(b+ h)u2 − 2(a−RG)u+ (2h−R2 −G2),
(2.56)

u1 = cosαmin, u2 = cosαmax (при плоском вращении: u1 = 1,
u2 = −1; при плоских колебаниях относительно α = 0: u1 = 1,
u2 = cosαmax, относительно α = π: u1 = cosαmin, u2 = −1).
Параметр m в формуле (2.55) соответствует следующим зна-

чениям: m = 2 при плоском вращении, плоских колебаниях от-
носительно α = 0,π; m = 1 во всех остальных случаях.
Интеграл (2.53) относится к классу эллиптических интегра-

лов и, следовательно, приводится к сумме элементарных функ-
ций и трёх так называемых нормальных эллиптических инте-
гралов [27]. Результат интегрирования зависит от типа корней
полинома четвёртой степени f(u). Для реализации реального
физического процесса два из четырёх корней многочлена (2.56)
должны соответствовать минимальному и максимальному углам
атаки: u1 = cosαmin, u2 = cosαmax. Корни u1 и u2 должны
принадлежать интервалу [−1,+1]. Оставшиеся два корня u3, u4
в зависимости от значений параметров h, a, b, R и G могут быть
либо действительными, либо комплексно-сопряжёнными. Введём
следующее правило нумерации этих корней. Действительные
корни: при b < 0− u3 > u4, при b > 0− u3 < u4.
Комплексно-сопряжённые корни: u3,4 = u34 ± iν.
Рассмотрим сначала частный случай движения — плоский,

который реализуется при R = 0 и G = 0. Приведение интегра-
ла (2.55) к нормальным эллиптическим осуществляется посред-
ством преобразования u = u(γ), отображающего интервал инте-
грирования [u2,u1] в соответствующий интервал действительного
аргумента ϕ [0,π/2]. Вид преобразования u = u(γ) зависит от
типа и сочетания значений корней, а также от знака старшего
коэффициента b полинома f(u) [27].
Если все четыре корня действительные, то замена перемен-

ных u(γ) имеет вид

u = u2(u1 − u3) − u3(u1 − u2) sin2 γ
(u1 − u3) − (u1 − u2) sin2 γ

. (2.57)
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Тогда интеграл (2.55) выражается через полные эллиптические
интегралы следующим образом:

Iплg = mσ

{
hK(k) − a[λK(k) + υП(n, k)] −

− b

[(
λ2 − 0.5 υ2

1+ n

)
K(k) +

(
nυ2

2(1+ n)(k2 + n)

)
E(k) +

+
(
υ2

2

(
n+ 2k2

k2 + n
+ 1
1+ n

)
+ 2λυ

)
П(n, k)

]}
, (2.58)

где K(k), E(k), �(n, k) — полные эллиптические интегралы I, II
и III рода;

k =
√

(u3 − u4)(u2 − u1)
(u3 − u1)(u2 − u4)

— модуль эллиптических интегралов,

n = u2 − u1
u1 − u3

, σ = 4√
−2b(u1 − u3)(u2 − u4)

,

λ = u3, υ = (u2 − u3).

Если полином (2.56) имеет два действительных и два ком-
плексных корня (u3,4 = u34 ± iν), тогда используется замена пе-
ременных

u = u2 + u1ξ − (u2 − ξu1) cos γ
(1+ ξ) − (1− ξ) cos γ

, (2.59)

где
ξ = cosχ1

cosχ2
, tgχ1 = u1 − u34

ν
, tgχ2 = u2 − u34

ν
.

Этому случаю соответствует следующее выражение для ин-
теграла: действия

Iплg = mσ

{
hK(k) − a[λK(k) + υ(1+ n)П(n, k)] −

− b

[(
λ2 − υ2(1+ n)

)
K(k) +

(
υ2(1+ n)n
k2 + n

)
E(k) +

+ (1+ n)
(
υ2(1+ n)(n+ 2k2)

k2 + n
+ 2λυ

)
П(n, k)

]}
, (2.60)
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Произведём замену переменных u = cosα в интеграле дей-
ствия (2.53), учитывая выражение (2.54),

Ig = −m
u2∫

u1

√
f(u)

1− u2
du, (2.55)
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(2.56)
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Параметр m в формуле (2.55) соответствует следующим зна-

чениям: m = 2 при плоском вращении, плоских колебаниях от-
носительно α = 0,π; m = 1 во всех остальных случаях.
Интеграл (2.53) относится к классу эллиптических интегра-

лов и, следовательно, приводится к сумме элементарных функ-
ций и трёх так называемых нормальных эллиптических инте-
гралов [27]. Результат интегрирования зависит от типа корней
полинома четвёртой степени f(u). Для реализации реального
физического процесса два из четырёх корней многочлена (2.56)
должны соответствовать минимальному и максимальному углам
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Рассмотрим сначала частный случай движения — плоский,

который реализуется при R = 0 и G = 0. Приведение интегра-
ла (2.55) к нормальным эллиптическим осуществляется посред-
ством преобразования u = u(γ), отображающего интервал инте-
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Если все четыре корня действительные, то замена перемен-

ных u(γ) имеет вид

u = u2(u1 − u3) − u3(u1 − u2) sin2 γ
(u1 − u3) − (u1 − u2) sin2 γ

. (2.57)
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Тогда интеграл (2.55) выражается через полные эллиптические
интегралы следующим образом:

Iплg = mσ

{
hK(k) − a[λK(k) + υП(n, k)] −

− b

[(
λ2 − 0.5 υ2

1+ n

)
K(k) +

(
nυ2

2(1+ n)(k2 + n)

)
E(k) +

+
(
υ2

2

(
n+ 2k2

k2 + n
+ 1
1+ n

)
+ 2λυ

)
П(n, k)

]}
, (2.58)

где K(k), E(k), �(n, k) — полные эллиптические интегралы I, II
и III рода;

k =
√

(u3 − u4)(u2 − u1)
(u3 − u1)(u2 − u4)

— модуль эллиптических интегралов,

n = u2 − u1
u1 − u3

, σ = 4√
−2b(u1 − u3)(u2 − u4)

,

λ = u3, υ = (u2 − u3).

Если полином (2.56) имеет два действительных и два ком-
плексных корня (u3,4 = u34 ± iν), тогда используется замена пе-
ременных

u = u2 + u1ξ − (u2 − ξu1) cos γ
(1+ ξ) − (1− ξ) cos γ

, (2.59)

где
ξ = cosχ1

cosχ2
, tgχ1 = u1 − u34

ν
, tgχ2 = u2 − u34

ν
.

Этому случаю соответствует следующее выражение для ин-
теграла: действия

Iплg = mσ

{
hK(k) − a[λK(k) + υ(1+ n)П(n, k)] −

− b

[(
λ2 − υ2(1+ n)

)
K(k) +

(
υ2(1+ n)n
k2 + n

)
E(k) +

+ (1+ n)
(
υ2(1+ n)(n+ 2k2)

k2 + n
+ 2λυ

)
П(n, k)

]}
, (2.60)
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где

k =

√
0.5
(
1− ζ

ϑ

)
, n = (ξ − 1)2

4ξ
, σ = 4√−2bϑ ,

ζ = (u1 − u34)(u2 − u34) + ν2,

ϑ = [(u1 − u34)2 + ν2]1/2[(u2 − u34)2 + ν2]1/2,

ξ = [(u1 − u34)2 + ν2]−1/2[(u2 − u34)2 + ν2]1/2,

λ = u1ξ − u2
ξ − 1 , υ = 2ξ u2 − u1

ξ2 − 1 .

Перейдём к рассмотрению общего случая пространственного
движения тела. Если все корни полинома (2.56) действительные,
тогда преобразование (2.57) с учётом формулы (2.58), даёт сле-
дующее выражение для интеграла действия (2.55):

Iпрg = Iплg − σ

2

2∑
i=1

di [λiK(k) + (υi − λi)П(ni, k)] , (2.61)

где
d1,2 = 0.5(R∓G)2, n1,2 = (u2 − u1)(1∓ u3)

(u1 − u3)(1∓ u2)
,

λ1,2 = 1
1∓ u3

, υ1,2 = 1
1∓ u2

.

Если два действительных и два комплексных корня, то с учё-
том замены (2.59) и формулы (2.60) получается формула для
интеграла действия вида

Iпрg = Iплg −
2∑

i=1

0.5ηdi [λiK(k) + υi(1+ ni)П(ni, k)] , (2.62)

где

n1,2 = (ξ − 1± u2 ∓ ξu1)2

4ξ(1∓ u1 ∓ u2 + u1u2)
, λ1,2 = ξ − 1

ξ − 1± u2 ∓ ξu1
,

υ1,2 = 1+ ξ

1+ ξ ∓ u2 ∓ ξu1
− λ1,2.

Формулы (2.58), (2.60)–(2.62) получены для всех возможных
случаев движения тела с бигармонической зависимостью восста-
навливающего момента от угла атаки. Эти соотношения являют-
ся функциями корней полинома f(u) = 0.
В работе [7] для различных значений коэффициентов a, b, R,

G и начальных условий (h) приведены возможные характерные
случаи движения и даны формулы для интеграла действия.
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Рассмотрим статически устойчивое тело с синусоидальной
моментной характеристикой (2.14), для которого a < 0 и b = 0.
Полином четвёртой степени (2.56) в этом случае превращается
в полиномом третьей степени (2.15)

u̇2 = 2au3 − 2hu2 − 2(a−RG)u+ (2h−R2 −G2) = f(u). (2.63)

Физическое движение реализуется, когда все корни этого ку-
бического полинома действительные. Сохраним нумерацию кор-
ней, принятую в параграфе 2.2 (рис. 2.12): u1 > u2 > u3 (u1 =
= cosαmin, u2 = cosαmax).
При плоском движении тела (R = G = 0), используя пре-

образование (2.57), можно получить следующую формулу для
интеграла действия:

Iплg = mσ {hK(k) − a [λK(k) + υE(k)]} , (2.64)

где

k =
√
u1 − u2
u1 − u3

, σ = 4√
−2a(u1 − u3)

, λ = u3, υ = (u1 − u3).

При вращении (h > |a|) m = 2, u3 = h/a, u1 = 1, u2 = −1.
Формула (2.64) принимает вид [29]

I∗g = 8
√

|a|
k

E(k), (2.65)

где k =
√

2|a|
h+ |a| .

Границе перехода вращения в колебания соответствует усло-
вие h = |a|. В этом случае интеграл действия, взятый вдоль
сепаратрисы, определяется по формуле

I∗g = 8
√
|a| . (2.66)

При плоских колебаниях (−|a| < h < |a|) m = 2, u1 = 1,u2 =
= h/a, u3 = −1. Интеграл действия определяется формулой [29]

I∗g = 8
√

|a| [E(k) − (1− k2)K(k)], (2.67)

где k =

√
0.5
(
1+ h

|a|
)

= sin αmax

2
.



86 Гл. 2. Невозмущённое движение

где

k =

√
0.5
(
1− ζ

ϑ

)
, n = (ξ − 1)2

4ξ
, σ = 4√−2bϑ ,

ζ = (u1 − u34)(u2 − u34) + ν2,

ϑ = [(u1 − u34)2 + ν2]1/2[(u2 − u34)2 + ν2]1/2,

ξ = [(u1 − u34)2 + ν2]−1/2[(u2 − u34)2 + ν2]1/2,

λ = u1ξ − u2
ξ − 1 , υ = 2ξ u2 − u1

ξ2 − 1 .

Перейдём к рассмотрению общего случая пространственного
движения тела. Если все корни полинома (2.56) действительные,
тогда преобразование (2.57) с учётом формулы (2.58), даёт сле-
дующее выражение для интеграла действия (2.55):

Iпрg = Iплg − σ

2

2∑
i=1

di [λiK(k) + (υi − λi)П(ni, k)] , (2.61)

где
d1,2 = 0.5(R∓G)2, n1,2 = (u2 − u1)(1∓ u3)

(u1 − u3)(1∓ u2)
,

λ1,2 = 1
1∓ u3

, υ1,2 = 1
1∓ u2

.

Если два действительных и два комплексных корня, то с учё-
том замены (2.59) и формулы (2.60) получается формула для
интеграла действия вида

Iпрg = Iплg −
2∑

i=1

0.5ηdi [λiK(k) + υi(1+ ni)П(ni, k)] , (2.62)

где

n1,2 = (ξ − 1± u2 ∓ ξu1)2

4ξ(1∓ u1 ∓ u2 + u1u2)
, λ1,2 = ξ − 1

ξ − 1± u2 ∓ ξu1
,

υ1,2 = 1+ ξ

1+ ξ ∓ u2 ∓ ξu1
− λ1,2.

Формулы (2.58), (2.60)–(2.62) получены для всех возможных
случаев движения тела с бигармонической зависимостью восста-
навливающего момента от угла атаки. Эти соотношения являют-
ся функциями корней полинома f(u) = 0.
В работе [7] для различных значений коэффициентов a, b, R,

G и начальных условий (h) приведены возможные характерные
случаи движения и даны формулы для интеграла действия.

2.5. Интегралы действия 87

Рассмотрим статически устойчивое тело с синусоидальной
моментной характеристикой (2.14), для которого a < 0 и b = 0.
Полином четвёртой степени (2.56) в этом случае превращается
в полиномом третьей степени (2.15)

u̇2 = 2au3 − 2hu2 − 2(a−RG)u+ (2h−R2 −G2) = f(u). (2.63)

Физическое движение реализуется, когда все корни этого ку-
бического полинома действительные. Сохраним нумерацию кор-
ней, принятую в параграфе 2.2 (рис. 2.12): u1 > u2 > u3 (u1 =
= cosαmin, u2 = cosαmax).
При плоском движении тела (R = G = 0), используя пре-

образование (2.57), можно получить следующую формулу для
интеграла действия:

Iплg = mσ {hK(k) − a [λK(k) + υE(k)]} , (2.64)

где

k =
√
u1 − u2
u1 − u3

, σ = 4√
−2a(u1 − u3)

, λ = u3, υ = (u1 − u3).

При вращении (h > |a|) m = 2, u3 = h/a, u1 = 1, u2 = −1.
Формула (2.64) принимает вид [29]

I∗g = 8
√

|a|
k

E(k), (2.65)

где k =
√

2|a|
h+ |a| .

Границе перехода вращения в колебания соответствует усло-
вие h = |a|. В этом случае интеграл действия, взятый вдоль
сепаратрисы, определяется по формуле

I∗g = 8
√
|a| . (2.66)

При плоских колебаниях (−|a| < h < |a|) m = 2, u1 = 1,u2 =
= h/a, u3 = −1. Интеграл действия определяется формулой [29]

I∗g = 8
√

|a| [E(k) − (1− k2)K(k)], (2.67)

где k =

√
0.5
(
1+ h

|a|
)

= sin αmax

2
.



88 Гл. 2. Невозмущённое движение

В случае пространственного движения тела интеграл дей-
ствия можно привести к виду

Iпрg = Iплg − σ

2

2∑
i=1

diλiП(ni, k), (2.68)

где
n1,2 = u2 − u1

u1 ∓ 1 , λ1,2 = 1
1∓ u1

.

Если в качестве независимого параметра принять корень по-
линома (2.63) u2 = cosαmax, то согласно формулам (2.20)–(2.22)
два других корня u1,u3, а также интеграл энергии h можно
выразить через параметры R, G, a и u2:

u1,3 = ±η − c− bu2

1− u22
, η =

√
1− 2cu2 − b

1− u22
+
(
c− bu2

1− u22

)2
,

h = R2 +G2 − 2RGu2
2(1− u22)

+ au2,

где
c = R2 +G2

−4a , b = RG

−2a.
Интеграл действия, вычисленный через параметры R, G,a и

u2, получен в работе [11] в виде

Iпрg = 2β[a11K(k) + a12E(k) + a13П(n1, k) + a14П(n2, k)], (2.69)

где
k2 = u1 − u2

2η
, β =

√−aη ,

n1 = u1 − u2
1− u1

, n2 = −u1 − u2
1+ u1

, a11 = −2u1 + u2
η

, a12 = 4,

a13 = −(1− u2)
(
2+ 1− u1

η

)
, a14 = −(1+ u2)

(
2− 1− u1

η

)
.

Найдём формулу для интеграла действия как функцию началь-
ных условий движения тела при входе в атмосферу. При от-
делении от орбитального модуля спускаемый аппарат на внеат-
мосферном участке траектории получает некоторый начальный
кинетический момент, определяющий дальнейшее его движение
относительно центра масс. Внешними аэродинамическими мо-
ментами будем пренебрегать. Вследствие этого движение тела
подчиняется законам движения твёрдого тела в случае Эйлера:

α̈+ (R0 −G0 cosα)(G0 −R0 cosα)
sin3 α

= 0, (2.70)
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где R0 и G0 — начальные значения.
Уравнению (2.70) соответствует интеграл энергии

E = α̇2

2
+ R20 +G20 − 2R0G0 cosα

2 sin2 α
= h. (2.71)

Угол атаки изменяется в пределах α ∈ [α1 = αmin,α2 = αmax] .
Границы этого отрезка могут быть найдены из решения квадрат-
ного уравнения относительно u = cosα, которые получаются из
выражения (2.71) при условии α̇ = 0:

u1,2 =
R0G0 ±

√
R20G

2
0 + 2h[2h− (R20 +G20)]

2h
.

Тогда в соответствии с выражением (2.55), приняв, что

f(u) = u̇2 = −2hu2 + 2R0G0u+ (2h−R20 −G20),

формула для интеграла действия имеет вид [11]

Inp
g = π[

√
2h − max (|R0|, |G0|)]. (2.72)

Если тело на внеатмосферном участке траектории совершает
плоское вращение (R = G = 0, α̇ = α̇0 = const), то согласно (2.55)
интеграл действия вычисляется по формуле

Iплg = 2πα̇0. (2.73)



88 Гл. 2. Невозмущённое движение

В случае пространственного движения тела интеграл дей-
ствия можно привести к виду

Iпрg = Iплg − σ

2

2∑
i=1

diλiП(ni, k), (2.68)

где
n1,2 = u2 − u1

u1 ∓ 1 , λ1,2 = 1
1∓ u1

.

Если в качестве независимого параметра принять корень по-
линома (2.63) u2 = cosαmax, то согласно формулам (2.20)–(2.22)
два других корня u1,u3, а также интеграл энергии h можно
выразить через параметры R, G, a и u2:

u1,3 = ±η − c− bu2

1− u22
, η =

√
1− 2cu2 − b

1− u22
+
(
c− bu2

1− u22

)2
,

h = R2 +G2 − 2RGu2
2(1− u22)

+ au2,

где
c = R2 +G2

−4a , b = RG

−2a.
Интеграл действия, вычисленный через параметры R, G,a и

u2, получен в работе [11] в виде

Iпрg = 2β[a11K(k) + a12E(k) + a13П(n1, k) + a14П(n2, k)], (2.69)

где
k2 = u1 − u2

2η
, β =

√−aη ,

n1 = u1 − u2
1− u1

, n2 = −u1 − u2
1+ u1

, a11 = −2u1 + u2
η

, a12 = 4,

a13 = −(1− u2)
(
2+ 1− u1

η

)
, a14 = −(1+ u2)

(
2− 1− u1

η

)
.

Найдём формулу для интеграла действия как функцию началь-
ных условий движения тела при входе в атмосферу. При от-
делении от орбитального модуля спускаемый аппарат на внеат-
мосферном участке траектории получает некоторый начальный
кинетический момент, определяющий дальнейшее его движение
относительно центра масс. Внешними аэродинамическими мо-
ментами будем пренебрегать. Вследствие этого движение тела
подчиняется законам движения твёрдого тела в случае Эйлера:

α̈+ (R0 −G0 cosα)(G0 −R0 cosα)
sin3 α

= 0, (2.70)

2.5. Интегралы действия 89

где R0 и G0 — начальные значения.
Уравнению (2.70) соответствует интеграл энергии

E = α̇2

2
+ R20 +G20 − 2R0G0 cosα

2 sin2 α
= h. (2.71)

Угол атаки изменяется в пределах α ∈ [α1 = αmin,α2 = αmax] .
Границы этого отрезка могут быть найдены из решения квадрат-
ного уравнения относительно u = cosα, которые получаются из
выражения (2.71) при условии α̇ = 0:

u1,2 =
R0G0 ±

√
R20G

2
0 + 2h[2h− (R20 +G20)]

2h
.

Тогда в соответствии с выражением (2.55), приняв, что

f(u) = u̇2 = −2hu2 + 2R0G0u+ (2h−R20 −G20),

формула для интеграла действия имеет вид [11]

Inp
g = π[

√
2h − max (|R0|, |G0|)]. (2.72)

Если тело на внеатмосферном участке траектории совершает
плоское вращение (R = G = 0, α̇ = α̇0 = const), то согласно (2.55)
интеграл действия вычисляется по формуле

Iплg = 2πα̇0. (2.73)



Гл а в а 3

ВОЗМУЩЁННОЕ ДВИЖЕНИЕ

ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ТЕЛ

В этой главе будем рассматривать пространственное движе-
ние идеального тела вращения при спуске в атмосфере. Ма-
лая инерционно-массовая и аэродинамическая асимметрии от-
сутствуют, и на тело действуют только медленно меняющиеся
во времени восстанавливающий момент, малые демпфирующие
моменты, а также малые моменты иной природы, на которые
можно наложить лишь одно ограничение: независимость от углов
собственного вращения и прецессии (например, малый момент,
действующий относительно продольной оси симметрии). Ско-
ростной напор, определяющий частотные характеристики дви-
жения, в процессе спуска изменяется на несколько порядков.
На большей части траектории спускаемый аппарат совершает
высокочастотные колебания, а система уравнений, описывающая
его движение, представляет собой одночастотную систему с мед-
ленно меняющимися параметрами. Будем считать, что критерий
применимости асимптотических методов выполняется на всей
траектории спуска.
Ставится задача построения упрощённых уравнений движе-

ния, не содержащих быстро меняющихся переменных, и их
приближённых аналитических решений. В качестве упрощённых
уравнений будем использовать усреднённые уравнения, а для
получения аналитических решений — выражение для интеграла
действия, который в ряде случаев является первым интегралом
возмущённого движения.

3.1. Пространственное движение тела вращения

Пространственное движение будем рассматривать на всей
траектории спуска без ограничений, накладываемых на конфи-
гурацию осесимметричного тела и аэродинамические характе-
ристики. Воспользуемся системой уравнений (1.31), описыва-
ющих пространственное движение тела с малой асимметрией.

3.1. Пространственное движение тела вращения 91

Приравняем нулю все параметры малой асимметрии и опустим
кинематическое уравнение для угла собственного вращения, по-
скольку движение идеального тела вращения не зависит от этого
угла. Кроме того, подъёмную силу, входящую в уравнение для
угла наклона траектории, учитывать не будем, полагая, что её
осреднённое влияние на траекторию очень мало. В результате
имеем

α̈ + (R−G cosα)(G−R cosα)
sin3 α

−Mα(α, z) = εΦα(α, α̇, z),

Ṙ = εΦR(α, z), Ġ = εΦG(α, z), (3.1)

V̇ = εΦV (α, z), ϑ̇ = εΦϑ(z), Ḣ = εΦH(z).

Здесь z = (R,G,V ,ϑ,H),

Φα(α, α̇, z) =
(
mωz

zn l
2

I
− cαya

m

)
qSα̇

V
,

ΦR(α, z) = ΔmxqSl

I
+ mωx

xnqSl
2R

IxV
+ mωy

xnqSl
2R

IV tgα
− mωy

xnqSl
2G

IV sinα
,

ΦV (α, z) = −cxaqS

m
− g sinϑ,

Φϑ(z) = −
(
g− V 2

r

)
cosϑ
V
,

ΦH(z) = V sinϑ,

ΦG(α, z) = ΔmxqSl cosα
I

+
[
mωx

xnqSl
2 cosα

IxV
+ mωy

xnqSl
2 cosα

IV tgα
−

− mωy
ynqSl

2 cosα
IV

− mωx
ynqSl

2 sinα
IxV

+ cyaqS

mV sinα

]
R+

+
[
mωy

ynqSl
2

IV
− mωy

xnqSl
2

IV tgα
− cyaqS

mV tgα

]
G.

Индекс «n» при обозначении пространственного угла опущен,
поскольку в этой главе речь пойдёт только о пространственном
угле атаки, и введено также обозначение поперечного момента
инерции: I = Iy = Iz.
Коэффициенты аэродинамических сил и моментов, входящие

в уравнения (3.1), для осесимметричных тел могут быть ап-
проксимированы чётными или нечётными тригонометрическими
рядами Фурье по пространственному углу атаки. Пронормируем
нечётные функции путём деления их на sinα и в результате бу-
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дем иметь дело только с чётными тригонометрическими рядами.
Далее произведём эквивалентную замену чётных рядов Фурье
на степенные ряды по cosα (2.4) и представим коэффициенты
аэродинамических сил и моментов в виде

B =
n∑

i=0

aBi cosi α, B = (cτ ,mωx
xn,m

ωy
yn ,mωz

zn),

D = D

sinα
=

n∑
i=0

aDi cosi α, D = (m◦, cn,m
ωy
xn,mωx

yn). (3.2)

Следует иметь в виду, что коэффициент лобового сопротив-
ления, коэффициент подъёмной силы и его производная по углу
атаки, входящие в соотношения системы (3.1), определяются
через коэффициенты нормальной и тангенциальной сил согласно
формулам

cxa = cτ cosα+ cn sinα, cya = −cτ sinα+ cn cosα, cαya = ∂cya

∂α
.

(3.3)

Из соотношений (3.2) для коэффициентов cn и m◦ с точно-
стью до постоянного множителя следует формула для восстанав-
ливающего момента (2.5):

Mα(α, z) = (m◦ + xT cn)qSl
I

= −q sinα
n∑

i=0

ci cosi α. (3.4)

Учитывая соотношения для коэффициентов аэродинамиче-
ских сил и моментов (3.2)–(3.4), исходную систему уравне-
ний возмущённого движения осесимметричного тела в атмосфе-
ре (3.1) представим в виде [36]

α̈+ F (α) = εΦα(α, α̇, z), (3.5)

ż = εΦz(α, z).

Здесь z = (R,G,V ,ϑ,H),

F (α, z) = (R−G cosα)(G−R cosα)
sin3 α

+ q sinα
n∑

i=0

ci cosi α,

Φα(α, α̇, z) = −α̇
n+2∑
i=0

Sαi cosi α,

ΦR =
n+1∑
i=0

SRi cosi α, ΦG =
n+2∑
i=0

SGi cosi α, ΦV =
n+2∑
i=0

SVi cosi α,
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Φϑ = −
(
g− V 2

r

)
cosϑ
V
, ΦH = V sinϑ;

Sαi = δiqm − ζiqI (i = 0, 1, ... ,n),
Sαn+1 = δn+1qm, Sαn+2 = δn+2qm,

SR0 = Δmx
qSl

I
+ ξ0RqIx − κ0GqI ,

SRi = (κi−1R− κiG)qI + ξiRqIx (i = 1, 2, ... ,n),
SRn+1 = κnRqI ,

SG0 = ϑ0GqI − τ0Rqm + ν0RqIx,

SG1 = Δmx
qSl

I
+ (ϑ1G− κ0G− ν0R)qI +

+ (τ0G+ λ0R− τ1R)qm + (ξ0R− ν1R)qIx,

SGi = (ϑiG− κi−1G− ϑi−1R− κi−2R)qI +

+ (−νiR+ νi−2R+ ξi−1R)qIx +

+ (−λi−2G+ τi−1G+ λi−1R− τiR)qm,

(i = 2, 3, ... ,n),

SGn+1 = (−κnG+ κn−1R− ϑnR)qI +

+ (−λn−1G+ τnG+ λnR)qm + (νn−1R+ ξnR)qIx,

SGn+2 = κnRqI − λnGqm + νnRqIx,

SV0 = −λ0qS

m
− g sinϑ, SV1 = −(τ0 + λ1)

qS

m
,

SVi = −(τi−1 + λi − λi−2)
qS

m
, (i = 2, 3, ... ,n),

SVn+1 = −(τn − λn−1)
qS

m
, SVn+2 = λnqS

m
;

qm = qS

mV
, qI = qSl2

IV
, qIx = qSl2

IxV
;

δ0 = −λ0 + τ1, δ1 = −2λ1 − τ0 + 2τ2,
δi = i(λi−2 − τi−1) + (i+ 1)(τi+1 − λi) (i = 2, 3, ... ,n− 1),
δn = n(λn−2 − τn−1) − (n+ 1)λn, δn+1 = (n+ 1)(λn−1 − τn),

δn+2 = (n+ 2)λn.

Параметрами λ, δ, τ , ξ, ϑ, ζ, κ, ν обозначены коэффициенты
разложения аэродинамических характеристик в тригонометриче-
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ские ряды, соответственно: cn, cαn = ∂cn/∂α, cτ , mωx
xn, m

ωy
yn , mωz

zn,
m

ωy
xn, mωx

yn .
Система (3.5) представляет собой квазиконсервативную ко-

лебательную систему с одной степенью свободы. При ε = 0
получаем уравнение невозмущённого движения

α̈+ F (α, z) = 0, (3.6)

где z — некоторые постоянные.
Пусть известно общее решение этого уравнения

α = α(x, z, t+ t0), (3.7)

где x и t0 — произвольные постоянные (x условимся называть
амплитудой). Причём это решение периодическое по времени t
периода T , который зависит от постоянных x и z. Для уравнения
(3.6) интеграл энергии имеет вид

E = α̇2

2
+W (α) = h = const, (3.8)

где

W (α) =
∫
F (α) dα = R2 +G2 − 2RG cosα

2 sin2 α
− q

n−1∑
i=0

ci
i+ 1

cosi+1 α.

Очевидно, что
∂E

∂ z
= ∂W

∂ z
и

E = W (αmax) = W (αmin), (3.9)

так как αmin и αmax — экстремумы, при достижении кото-
рых α̇ = 0.
В общем случае для возмущённой системы (3.5) можно за-

писать усреднённые уравнения движения в трёх эквивалентных
формах, предложенных В.М. Волосовым [22], для одной из мед-
ленно меняющихся функций: интеграла энергии, максимального
угла атаки или интеграла действия

Ig(x, t) =
T∫

0

α̇2dt.

Усреднённое уравнение для интеграла действия имеет вид

İg = ε

t+T∫

t

Φαα̇ dt+ ε

t+T∫

t

∂E

∂ z
(Φz − Φz) dt. (3.10)
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Интеграл действия имеет одно важное свойство, которое ставит
его в особое положение по сравнению с другими интегралами
движения: если функция Φα(α, α̇, z) в (3.5) тождественно равна
нулю и функция Φz(z) не зависят от α, то интеграл действия
является адиабатическим инвариантом [32], то есть

Ig(x, t) =
T∫

0

α̇2dt ≈ const. (3.11)

Выражение (3.11) является некоторым трансцендентным уравне-
нием, которое связывает величины x и t.
Усреднённое уравнение для интеграла энергии записывается

следующим образом:

Ė = ε

T

t+T∫

t

Φαα̇ dt+ ε

T

t+T∫

t

∂E

∂ z
Φz dt. (3.12)

Сравнивая уравнения (3.10) и (3.12), можно сделать вывод
о том, что интеграл действия менее чувствителен к изменению
параметров z: интеграл Ig «отзывается» на отклонение скорости
ż = εΦz от её среднего значения εΦz, а интеграл E изменяется
в зависимости от скорости изменения параметров z.
Усреднённое уравнение для максимального угла атаки можно

записать в виде

α̇max =

= ε

F (αmax, z)

[
1
T

t+T∫

t

Φαα̇ dt+ 1
T

t+T∫

t

∂E

∂ z
Φz dt− ∂W (αmax, z)

∂z
Φz

]
.

(3.13)
Уравнения для медленных переменных z имеют вид

εΦz = ż = ε

T

t+T∫

t

Φz(α(t), z) dt. (3.14)

Рассмотренные выше три эквивалентных вида усреднённых
уравнений могут быть применены в предположении, что общее
решение уравнения невозмущённого движения (порождающее
решение) известно в явном виде (3.7).
Пусть порождающее решение определяется только в квадра-

турах (2.13), причём это решение является периодическим и на
одном периоде координата α имеет один максимум αmax и один
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ские ряды, соответственно: cn, cαn = ∂cn/∂α, cτ , mωx
xn, m

ωy
yn , mωz

zn,
m

ωy
xn, mωx

yn .
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∫
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i=0

ci
i+ 1
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t
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∂ z
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минимум αmin. Период колебания невозмущённого движения
равен

T =
T∫

0

dt =
∮
dα

α̇
=

αmin∫
αmax

dα

(−α̇)
+

αmax∫
αmin

dα

(+α̇)
,

где

(±α̇) = ±
√√√√2 αmax∫

α

F (α) dα .

Учитывая (3.8), имеем следующую формулу для вычисления пе-
риода:

T = 2
αmax∫

αmin

{2[W (αmax) −W (α)]}−1/2 dα. (3.15)

Усреднённые дифференциальные уравнения для вектора мед-
ленно меняющихся переменных (3.14) можно представить в виде

ż = εΦz = 2ε
T

αmax∫

αmin

Φz(α, z)
dα

|α̇| . (3.16)

Дифференциальное уравнение (3.13), определяющее измене-
ние амплитудной кривой αmax(t), запишем в форме

α̇max = ε

F (αmax, z)

{
1
T

αmin∫
αmax

Φα(α,−α̇, z) dα+ 1
T

αmax∫
αmin

Φα(α,+

+α̇, z) dα+ 1
T

αmax∫
αmin

∂E

∂ z
[Φz(α,−α̇, z) + Φz(α,+α̇, z)]

dα

|α̇| −

− ∂W (αmax, z)
∂ z

Φz

}
. (3.17)

Значение αmin определяется при решении уравнения (3.9). Ана-
логичные уравнения можно записать и для усреднённых урав-
нений, описывающих изменение интеграла энергии и интеграла
действия.
Очевидно, что усреднённые уравнения (3.16), (3.17) строят-

ся только с помощью известных функций Φα(α, α̇, z), Φz(α, z)
и F (α, z). Определённые интегралы в выражениях (3.15)–(3.17)
зависят от тригонометрических функций угла атаки. Представ-

3.1. Пространственное движение тела вращения 97

ление коэффициентов аэродинамических сил и моментов в ви-
де степенных рядов по cosα (3.2) позволяет иметь в подын-
тегральных функциях выражений (3.15)–(3.17) единственную
тригонометрическую функцию — cosα. Согласно (3.5) функ-
ция Φα(α, α̇, z) линейна по α̇, а функции Φz(α, z) не за-
висят от α̇, поэтому замена переменных u = cosα позволя-
ет исключить тригонометрические функции. Введя обозначения
x = cosαmax, u1 = cosαmin, усреднённые уравнения (3.16) для
вектора z можно записать в виде

ż = εΦz = 2ε
T

u1∫

x

Φz du√
2(E −W )(1− u2)

, (3.18)

где

W = R2 +G2 − 2RGu
2(1− u2)

− q
n∑

i=0

ci
i+ 1

ui+1,

T = 2
u1∫

x

du√
2(E −W )(1− u2)

.

Уравнение для максимального угла атаки αmax = arccosx
запишем в форме

ẋ = −ε(1− x2)1/2

F (x)
×

×
[
2
T

u1∫
x

(Φα + ∂W

∂z

Φz√
2(E −W )

) dx√
1− x2

− ∂W (x)
∂z

Φz

]
. (3.19)

Значение αmin = arccosu1 получаем из (3.9).
Усреднённые уравнения (3.18), (3.19) описывают движе-

ние осесимметричного тела произвольной конфигурации, имеют
гладкие правые части, их численное интегрирование не требует
больших объёмов вычислений. Сравнительные расчёты по исход-
ным уравнениям (3.5) и усреднённым (3.18)–(3.19) показывают
совпадение результатов для случаев, когда критерий применимо-
сти асимптотических методов (1.52) для задачи спуска μ� 1.

4 В.С. Асланов
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равен
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3.2. Пространственное движение тела с моментной
характеристикой близкой к синусоидальной.

Приближённые решения

Отметим некоторые особенности движения спускаемых ап-
паратов, имеющих форму сферы или тонкого конуса, восста-
навливающий момент которых пропорционален sinα [15]. По-
ступательное движение сферического тела не зависит от вра-
щательного движения, лобовое аэродинамическое сопротивление
не зависит от угла атаки, а подъёмная аэродинамическая сила
равна нулю и, следовательно, рассеивание точек посадки весьма
незначительно. С другой стороны из-за большого лобового со-
противления время спуска сферы существенно превышает время
спуска тонких, заострённых тел, что в некоторых практических
задачах может иметь определяющее значение. Кроме того, сфе-
рические тела обладают весьма малым аэродинамическим демп-
фированием, что при определённых начальных условиях может
приводить к возникновению колебаний тела относительно цен-
тра масс с большими амплитудами и значительным поперечным
перегрузкам в процессе спуска. Отсюда ясно, что для описания
движения сферического тела вокруг центра масс в полной мере
не пригодны ни линейные, ни квазистатические математические
модели.
Форму тонкого конуса могут иметь высокоточные головные

части баллистических ракет. Движение таких тел происходит
на малых углах атаки, что даёт минимальное рассеивание точек
падения и малое время спуска. При этом точность попадания
в цель таких тел должна быть высокой, что в свою очередь пред-
определяет высокую точность расчётов. Следовательно, и в этом
случае следует использовать для расчётов нелинейную матема-
тическую модель.
Рассмотрим класс спускаемых аппаратов, по форме близких

к сфере или тонкому конусу. Восстанавливающий момент таких
тел близок к синусоидальной зависимости, а коэффициенты ci
в формуле (3.4) удовлетворяют условиям∣∣∣∣ cic0

∣∣∣∣ = 0(ε) (i = 1, 2, ... ,n).

Перепишем формулу (3.4) в виде

Mα(α, z) = −c0q sinα− εq sinα
n∑

i=1

ci cosi α, (3.20)
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где c0 > 0 для статически устойчивых тел. Усреднённые урав-
нения движения осесимметричного тела (3.18)–(3.19) содержат
в правых частях довольно сложные квадратуры, которые в ряде
случаях могут быть приведены к полным эллиптическим инте-
гралам. Рассматривая члены порядка ε в разложении восстанав-
ливающего момента как малые возмущения и перенося их в пра-
вую часть первого уравнения возмущённой системы (3.1), урав-
нения возмущённого движения осесимметричного тела с момент-
ной характеристикой (3.20), близкой к синусоидальной, можно
представить в виде

α̈+ F (α) = εΦα(α, α̇, z), (3.21)

ż = εΦz(α, z).

Здесь, в отличие от исходной системы (3.1), имеем

F (α, z) = (R−G cosα)(G−R cosα)
sin3 α

+ qc0 sinα,

Φα(α, α̇, z) = −α̇
n+2∑
i=0

Sαi cosi α− q sinα
n∑

i=1

ci cosi α.

При ε = 0 система уравнений (3.21) переходит в уравнение невоз-
мущённого движения

α̈+ (R−G cosα)(G−R cosα)
sin3 α

+ c0q cosα = 0,

решение которого известно (2.19). Перепишем его в виде

cosα = Acn2[β(t− t0) +K, k] + x, (3.22)

где
A = u1 − x, x = u2 = cosαmax,

β = (c0qη)1/2, k =
(
A

2η

)1/2
,

η =

(
1− 2ax− b

1− x2
+
[
a− bx

1− x2

]2)1/2
,

a = R2 +G2

4qc0
, b = RG

2qc0
.

4*
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движения сферического тела вокруг центра масс в полной мере
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Рассмотрим класс спускаемых аппаратов, по форме близких

к сфере или тонкому конусу. Восстанавливающий момент таких
тел близок к синусоидальной зависимости, а коэффициенты ci
в формуле (3.4) удовлетворяют условиям∣∣∣∣ cic0

∣∣∣∣ = 0(ε) (i = 1, 2, ... ,n).

Перепишем формулу (3.4) в виде

Mα(α, z) = −c0q sinα− εq sinα
n∑

i=1

ci cosi α, (3.20)
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где c0 > 0 для статически устойчивых тел. Усреднённые урав-
нения движения осесимметричного тела (3.18)–(3.19) содержат
в правых частях довольно сложные квадратуры, которые в ряде
случаях могут быть приведены к полным эллиптическим инте-
гралам. Рассматривая члены порядка ε в разложении восстанав-
ливающего момента как малые возмущения и перенося их в пра-
вую часть первого уравнения возмущённой системы (3.1), урав-
нения возмущённого движения осесимметричного тела с момент-
ной характеристикой (3.20), близкой к синусоидальной, можно
представить в виде

α̈+ F (α) = εΦα(α, α̇, z), (3.21)

ż = εΦz(α, z).

Здесь, в отличие от исходной системы (3.1), имеем

F (α, z) = (R−G cosα)(G−R cosα)
sin3 α

+ qc0 sinα,

Φα(α, α̇, z) = −α̇
n+2∑
i=0

Sαi cosi α− q sinα
n∑

i=1

ci cosi α.

При ε = 0 система уравнений (3.21) переходит в уравнение невоз-
мущённого движения

α̈+ (R−G cosα)(G−R cosα)
sin3 α

+ c0q cosα = 0,

решение которого известно (2.19). Перепишем его в виде

cosα = Acn2[β(t− t0) +K, k] + x, (3.22)

где
A = u1 − x, x = u2 = cosαmax,

β = (c0qη)1/2, k =
(
A

2η

)1/2
,

η =

(
1− 2ax− b

1− x2
+
[
a− bx

1− x2

]2)1/2
,

a = R2 +G2

4qc0
, b = RG

2qc0
.

4*
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Усреднённое уравнение для амплитуды x вместе с уравнениями
для вектора медленных переменных z = (R, G, V , ϑ, H) при-
мут вид

ẋ = −ε(1− x2)1/2

F (x)

{
1
T

T∫

0

[
Φαα̇+ ∂W

∂R
ΦR + ∂W

∂G
ΦG + ∂W

∂q
Φq

]
dt−

− ∂W (x)
∂R

ΦR − ∂W (x)
∂G

ΦG − ∂W (x)
∂q

Φq

}
,

Ṙ = ε
n+1∑
i=0

SRi

T

T∫

0

cosi αdt = εΦR, Ġ = ε
n+2∑
i=0

SGi

T

T∫

0

cosi αdt = εΦG,

V̇ = ε
n+2∑
i=0

SVi

T

T∫

0

cosi αdt = εΦV , ϑ̇ = εΦϑ, Ḣ = εΦH ,

где T = 2K/β — период колебаний,

Φq = (q̇) = ∂ρ

∂H

ΦHV
2

2
+ ρV ΦV ,

W =
∫
F (α) dα = R2 +G2 − 2RG cosα

2 sin2 α
− c0q cosα.

Подставляя порождающее решение (3.22) в уравнения этой си-
стемы и вычисляя квадратуры, получим [8]

ẋ = −ε(1− x2)1/2

F (x)
[Lα +LR −WRΦR +LG −WGΦG +Lq −W qΦq],

Ṙ = ε
n+1∑
i=0

SRiNi = εΦR, Ġ = ε
n+2∑
i=0

SGiNi = εΦG, (3.23)

V̇ = ε
n+2∑
i=0

SViNi = εΦV , ϑ̇ = εΦϑ, Ḣ = εΦH .

Здесь

WR = R −Gx

1− x2
, WG = G−Rx

1− x2
, W q = −c0x;

Lα = 1
T

T∫

0

Φαα̇ dt = −2β
T

n+2∑
i=0

SαiJαi ,
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LR = 1
T

T∫

0

∂W

∂R
ΦR dt =

n+1∑
i=0

SRi(RJi −GJi+1),

LG = 1
T

T∫

0

∂W

∂G
ΦG dt =

n+2∑
i=0

SGi(GJi −RJi+1),

Lq = 1
T

T∫

0

∂W

∂q
Φq dt = −c0V

[
V

2
∂ρ

∂H
ΦHN1 + ρ

n+2∑
i=0

SViNi+1

]
;

Jαi = Jαi−2 −
i−2∑
r=0

Cr
i−2di−r−1 (i = 2, 3, 4, ...),

Jα0 = −2(u1 + x)K(k)
η

+ 4E(k) − (1− x)
(
2+ 1− u1

η

)
П(n1, k) −

− (1+ x)
(
2− 1+ u1

η

)
П(n2, k),

Jα1 = 2(1+ xu1)
K(k)
η

− 4xE(k)− (1− x)
(
2+ 1− u1

η

)
П(n1, k) +

+ (1+ x)
(
2− 1+ u1

η

)
П(n2, k) − d0,

di = 4
[
k21Ah2i + (2k2 − 1)h2i+2 − h2i+4

2η

]
K(k), (i = 0, 1, 2, ...);

J0 = 1
2K(k)

[
П(n1, k)
1− u1

+ П(n2, k)
1+ u1

]
,

J1 = 1
2K(k)

[
П(n1, k)
1− u1

− П(n2, k)
1+ u1

]
,

Ji = Ji−2 −Ni−2, (i = 2, 3, 4, ...);

Ni = 1
T

T∫

0

cosi αdt =
i∑

r=0

Cr
i h2(i−r), (i = 0, 1, 2, ...);

h0 = 1, h2 = 2η
K(k)

[E(k) − k21K(k)],

h2j = 2η
2j − 1 [(2j − 2)(2k

2 − 1)h2j−2 + (2j − 3)k21Ah2j−4],
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где T = 2K/β — период колебаний,

Φq = (q̇) = ∂ρ

∂H

ΦHV
2

2
+ ρV ΦV ,

W =
∫
F (α) dα = R2 +G2 − 2RG cosα

2 sin2 α
− c0q cosα.

Подставляя порождающее решение (3.22) в уравнения этой си-
стемы и вычисляя квадратуры, получим [8]

ẋ = −ε(1− x2)1/2

F (x)
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Ṙ = ε
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LR = 1
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T
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T
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∂q
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V

2
∂ρ

∂H
ΦHN1 + ρ
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SViNi+1

]
;

Jαi = Jαi−2 −
i−2∑
r=0

Cr
i−2di−r−1 (i = 2, 3, 4, ...),

Jα0 = −2(u1 + x)K(k)
η

+ 4E(k) − (1− x)
(
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η

)
П(n1, k) −

− (1+ x)
(
2− 1+ u1

η

)
П(n2, k),

Jα1 = 2(1+ xu1)
K(k)
η

− 4xE(k)− (1− x)
(
2+ 1− u1

η

)
П(n1, k) +

+ (1+ x)
(
2− 1+ u1

η
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П(n2, k) − d0,

di = 4
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k21Ah2i + (2k2 − 1)h2i+2 − h2i+4

2η

]
K(k), (i = 0, 1, 2, ...);

J0 = 1
2K(k)

[
П(n1, k)
1− u1

+ П(n2, k)
1+ u1

]
,

J1 = 1
2K(k)

[
П(n1, k)
1− u1

− П(n2, k)
1+ u1

]
,

Ji = Ji−2 −Ni−2, (i = 2, 3, 4, ...);

Ni = 1
T

T∫

0

cosi αdt =
i∑

r=0

Cr
i h2(i−r), (i = 0, 1, 2, ...);

h0 = 1, h2 = 2η
K(k)

[E(k) − k21K(k)],

h2j = 2η
2j − 1 [(2j − 2)(2k

2 − 1)h2j−2 + (2j − 3)k21Ah2j−4],
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(j = 2, 3, ...);

Cr
i = i!xr/[(i− r)!r!], Cr

i−2 = (i− 2)!xr

(i− 2− r)!r!
, 0! = 1,

где K(k), E(k), П(n1, k), П(n2, k) — полные эллиптические
интегралы первого, второго и третьего рода; n1 = A/(1 − u1),
n2 = −A/(1+ u1), k1 = (1− k2)1/2 — дополнительный модуль.
Правые части усреднённых уравнений (3.23) зависят от че-

тырёх полных эллиптических интегралов первого, второго и тре-
тьего рода, которые легко вычисляются по эффективной схеме
нахождения арифметико-геометрического среднего [37]. Степень
рядов, входящих в эти уравнения, определяется числом гармоник
разложения коэффициентов аэродинамических сил и моментов.
Для описания движения тела с синусоидальной моментной

характеристикой можно воспользоваться усреднёнными уравне-
ниями (3.23), полагая коэффициенты ci = 0(i � 1) в формуле для
восстанавливающего момента (3.20)

Mα(α, z) = −c0q sinα,

где c0 = xToSl/I (xTo = xTo/l — безразмерное смещение центра
масс тела от центра сферы).
Наиболее простые уравнения движения получатся для тела

сферической формы. Введём некоторые допущения. Будем пре-
небрегать малыми моментами, обусловленными действием сил
вязкого взаимодействия (mωy

xn = 0, mωx
yn = 0), а коэффициенты

демпфирующих моментов представим в виде

mωx
xn = const, m

ωy
yn = −x2To = const, mωz

zn = −(1+ sin2 α)x2To.

Система уравнений возмущённого движения примет вид (1.31)

α̈+ (R−G cosα)(G−R cosα)
sin3 α

+ c0q cosα = εΦα(α, α̇, z),

ż = εΦz(α, z). (3.24)

Здесь

Φα(α, α̇, z) = −α̇
2∑

i=0

Sαi cosi α, ΦR = mωx
xnqSl

2R

IxV
,

ΦG =
1∑

i=0

SGi cosi α, ΦV = −cxaqS

m
− g sinϑ,

Φϑ = −
(
g− V 2

r

)
cosϑ
V
, ΦH = V sinϑ,
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Sα0 = 2x2To
qSl2

IV
, Sα1 = 0, Sα2 = −x2To

qSl2

IV
,

SG0 = −x2To
qSl2G

IV
, SG1 =

(
x2To + mωx

xn

Ix

)
qSl2R

IV
.

При указанных допущениях усреднённые уравнения (3.23) запи-
шутся следующим образом:

ẋ = −ε(1− x2)1/2

F (x)
[Lα +LR −WRΦR +LG −WGΦG +Lq −W qΦq],

Ṙ = εΦR, Ġ = ε
1∑

i=0

SGiNi = εΦG, V̇ = εΦV , (3.25)

ϑ̇ = εΦϑ, Ḣ = εΦH ,

где

Lα = 1
T

T∫

0

Φαα̇ dt = −2β
T

(Sα0Jα0 + Sα2Jα2),

LR = 1
T

T∫

0

∂W

∂R
ΦR dt = ΦR(RJ0 −GJ1),

LG = 1
T

T∫

0

∂W

∂G
ΦG dt =

1∑
i=0

SGi(GJi −RJi+1),

Lq = 1
T

T∫

0

∂W

∂q
Φq dt = −c0V [ V

2
∂ρ

∂H
ΦH + ρΦV ]N1,

WR = R −Gx

1− x2
, WG = G−Rx

1− x2
, W q = −c0x,

Jα0 = −2(u1 + x)K(k)
η

+ 4E(k) − (1− x)
(
2+ 1− u1

η

)
П(n1, k) −

− (1+ x)
(
2− 1+ u1

η

)
П(n2, k),

Jα2 = Jα0 − 4
[
k21Ah2 + (2k2 − 1)h4 − h6

2η

]
K(k),

J0 = 1
2K(k)

[
П(n1, k)
1− u1

+ П(n2, k)
1+ u1

]
,
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Наиболее простые уравнения движения получатся для тела
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η

)
П(n2, k),

Jα2 = Jα0 − 4
[
k21Ah2 + (2k2 − 1)h4 − h6

2η

]
K(k),

J0 = 1
2K(k)

[
П(n1, k)
1− u1

+ П(n2, k)
1+ u1

]
,
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J1 = 1
2K(k)

[
П(n1, k)
1− u1

− П(n2, k)
1+ u1

]
,

J2 = J0 − 1, N1 = 1
T

T∫

0

cos1 αdt = 2η
K(k)

[E(k) − k21K(k)] + x.

Определим закон изменения угла атаки при квазирегулярной
прецессии, когда колебания угла атаки отсутствуют: α̇ = 0, α̈ =
= 0, α = α. Тогда из первого уравнения системы (2.24) во всё
время движения системы имеем

GR(1+ cos2 α) − (G2 +R2) cosα+ c0q sin4 α = 0.

Это же равенство можно получить из формулы (2.20) при

αmin = αmax = α.

Для плотных слоёв атмосферы

R2 +G2

c0q
� 1, (3.26)

квазистатическая зависимость угла атаки от параметров движе-
ния имеет вид

α = arccos
(
1− |R −G|

2
√
c0q

)
. (3.27)

При выполнении условия (3.26) минимальный угол атаки опре-
деляется формулой

αmin = α1 = arccos
(
1− (R−G)2

4c0q

)
. (3.28)

Пусть выполняется условие (3.26) и аэродинамическое демп-
фирование отсутствует (mωx

xn = 0, mωy
yn = 0, mωz

zn = 0). Найдём
оценку для амплитуды колебания αmax при движении, близком
к плоскому. Интеграл действия согласно (3.29) не изменяет сво-
его значения и является адиабатическим инвариантом. Интеграл
действия может быть приведён с помощью решения (2.19) к че-
тырём полным эллиптическим интегралам, входящим в правые
части уравнений (3.23):

Ig =
T∫

0

α̇2dt = 2βJα0,

Ig = 2β[a11K(k) + a12E(k) + a13П(n1, k) + a14П(n2, k)], (3.29)
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где
a11 = −2(u1 + x)

η
, a12 = 4,

a13 = −(1− x)
(
2+ 1− u1

η

)
, a14 = −(1+ x)

(
2− 1+ u1

η

)
.

Для случая, когда αmin/αmax � 0,1 с точностью 1–2% В.А. Яро-
шевским было получено приближённое выражение для интеграла
действия (3.29):

Ig = 8β[E(k) − k′2K(k)] − π|R−G|, (3.30)

где k = sin (αmax/2).
Рассмотрим следующую функцию модуля k:

D(k) = E(k) − k′2K(k) � 1. (3.31)

Представим полные эллиптические интегралы первого и второго
рода в виде ряда по степеням k2 [42]:

K(k) = π

2

[
1+
(1
2

)2
k2 +

(
1 · 3
2 · 4

)2
k4 + ...

]
,

E(k) = π

2

[
1−
(1
2

)2
k2 −

(
1 · 3
2 · 4

)2
k4

3
− ...

]
.

Подставим эти ряды в формулу (3.31)

D = π

2

{
1
2
k2 +

(1
2

)2 k4
4

+ ...+
[
1 · 3...(2i− 3)
2 · 4...(2i− 2)

]
k2i

2i
+
}
,

и произведём обращение этого степенного ряда [24] относитель-
но k = sin (αmax/2). В результате получим зависимость макси-
мального угла атаки от параметров движения [14]:

αmax = 2 arcsin
√
4
π
D − 2

π2
D2 − 1

π3
D3 − 5

2π4
D4 − ... . (3.32)

Пусть начальные условия равны

V0 = 7500мс−1, ϑ0 = −10о, α0 = 3π
4
, α̇0 = 0,

R0 = 1,2 с−1, G0 = −1 с−1, h0 = 50000 м,

и тело имеет следующие параметры:

σx = cxS

2m
= 0,001мкг−1, с0 = 0,0093мкг−1.
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На рис. 3.1 представлены результаты численного интегрирова-
ния системы (3.24) и зависимости (3.32). На рис. 3.2 показаны
результаты интегрирования усреднённых уравнений (3.25) для
максимального угла атаки и вычисления по приближённым фор-
мулам (3.27) и (3.28).
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Рис. 3.1. Сравнение результатов

3.3. Усреднённые уравнения движение тела
с бигармонической моментной характеристикой

Пусть на тело действуют бигармонический момент (2.29)

Mα(α, q) = a(q) sinα+ b(q) sin 2α

и малый демпфирующий (диссипативный) момент, проекции ко-
торого пропорциональны соответствующим проекциям одноимён-
ных угловых скоростей:

mx = λκωx, my = κωy, mz = κωz,

где κ(q) — малый коэффициент, зависящий от скоростного на-
пора q, λ — постоянный коэффициент.
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Рис. 3.2. Сравнение результатов

Выберем в качестве амплитуды интеграл энергии (3.8), пред-
варительно записав его в виде

E =
Ixω

2
x + ω2y + ω2z
2

+ a(q) cosα+ b(q) cos2 α.

Усреднённые уравнения в этом случае запишутся следующим
образом [6]:

Ė = 2κ
[
E − a〈cosα〉 − b〈cos2 α〉 +

(
λ

Ix
− 1
)
R2
]
−

− aq 〈cosα ·Фq(a, q)〉 − bq
〈
cos2 α ·Фq(a, q)

〉
, (3.33)

где 〈...〉 — оператор усреднения по мгновенному периоду колеба-
ний угла атаки T. Средние значения 〈cosα〉, 〈cos2 α〉 с помощью
решения (2.45) запишутся в виде

〈cosα〉 = L+MJ1, 〈cos2 α〉 = L2 + 2LMJ1 +M2J2,

Ji = 1
T

T∫

0

dt

[1+Ncnδ(βt+ τ0, k)]i
(i = 1, 2). (3.34)



106 Гл. 3. Возмущённое движение осесимметричных тел

На рис. 3.1 представлены результаты численного интегрирова-
ния системы (3.24) и зависимости (3.32). На рис. 3.2 показаны
результаты интегрирования усреднённых уравнений (3.25) для
максимального угла атаки и вычисления по приближённым фор-
мулам (3.27) и (3.28).

0 7,5 15 22,5 30

0

0,5

1

1,5

2

2,5

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (3.24)

Àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü (3.32)

t, c

�, ðàä.

Рис. 3.1. Сравнение результатов

3.3. Усреднённые уравнения движение тела
с бигармонической моментной характеристикой

Пусть на тело действуют бигармонический момент (2.29)

Mα(α, q) = a(q) sinα+ b(q) sin 2α

и малый демпфирующий (диссипативный) момент, проекции ко-
торого пропорциональны соответствующим проекциям одноимён-
ных угловых скоростей:

mx = λκωx, my = κωy, mz = κωz,

где κ(q) — малый коэффициент, зависящий от скоростного на-
пора q, λ — постоянный коэффициент.

3.3. Усреднённые уравнения движение тела с бигармонической 107

0 7,5 15 22,5 30

0

0,5

1

1,5

2

2,5

×èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (3.25)

Àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü (3.27)

Àíàëèòè÷åñêàÿ çàâèñèìîñòü (3.28)

t, c

�, ðàä.

Рис. 3.2. Сравнение результатов

Выберем в качестве амплитуды интеграл энергии (3.8), пред-
варительно записав его в виде

E =
Ixω

2
x + ω2y + ω2z
2

+ a(q) cosα+ b(q) cos2 α.

Усреднённые уравнения в этом случае запишутся следующим
образом [6]:
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Вычислить интегралы (3.34) можно посредством замены

γ = am[βt+ τ0, k], dt = dγ

β[1− k2 sin2 γ]1/2
.

В случае, когда корни полинома (2.39) действительные (δ = 2), с
учётом (3.34) после преобразований можно получить для J1, J2:

J1 = (1+ n)П(n, k)
K(k)

, n = − N

1+N
,

J2 = (1+ n)
2

{[
(1+ n)(2k2 + n)

k2 + n
+ 1
]
П(n, k)
K(k)

+ n

k2 + n

E(k)
K(k)

− 1
}
.

Если полином (2.39) имеет комплексные корни (δ = 1), то инте-
гралы J1, J2 определяются по следующим формулам:

J1 = (1+ n)П(n, k)
K(k)

, n = N2

1−N2 ,

J2 = (1+ n)
[

(1+ n)(2k2 + n)
k2 + n

П(n, k)
K(k)

+ n

k2 + n

E(k)
K(k)

− 1
]
,

где K(k), E(k), П(n, k) — полные эллиптические интегралы пер-
вого, второго и третьего рода.

Г л а в а 4

ИЗУЧЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ ТЕЛ С МАЛОЙ

АСИММЕТРИЕЙ В ОБЩЕЙ ПОСТАНОВКЕ

Глава посвящена нелинейному анализу движения асиммет-
ричных тел в окрестности резонанса. Ограничения на компонен-
ты угловой скорости и величину пространственного угла атаки
не накладываются. Исследование резонансных режимов движе-
ния тела при спуске в атмосфере сводится, во-первых, к приведе-
нию исходных нелинейных уравнений движения к стандартной
двухчастотной форме для общего случая собственного вращения;
во-вторых, к анализу возможных видов резонансов; в-третьих,
к изучению условий прохода и захвата в резонанс, в-четвёртых,
к исследованию устойчивости резонансных режимов.

4.1. Приведение уравнений возмущённого движения
к стандартной двухчастотной системе

Запишем уравнения вращательного движения тела с малой
инерционно-аэродинамической асимметрией (1.31)

..
α+F (α, z) = εФα(α,ϕ, z),

ϕ̇ = R

Ix
− (G−R cosα) cosα

sin2 α
= Фϕ(α, z),

ż = εФz(α,ϕ, z),

(4.1)

где
F (α, z) = (G−R cosα)(R−G cosα)

sin3 α
−Mα(α, z),

εΦν = Dν
0 (α, z) +Dν

1 (α, z) sinϕ+Dν
2 (α, z) cosϕ+

+Dν
3 (α, z) sin 2ϕ+Dν

4 (α, z) cos 2ϕ,
z = (R,G, q), ν = α,R,G.

Заметим, что правые части уравнений для угла атаки и вектора
медленных переменных являются 2π-периодическими функция-
ми переменной ϕ.



108 Гл. 3. Возмущённое движение осесимметричных тел

Вычислить интегралы (3.34) можно посредством замены

γ = am[βt+ τ0, k], dt = dγ

β[1− k2 sin2 γ]1/2
.

В случае, когда корни полинома (2.39) действительные (δ = 2), с
учётом (3.34) после преобразований можно получить для J1, J2:

J1 = (1+ n)П(n, k)
K(k)

, n = − N

1+N
,

J2 = (1+ n)
2

{[
(1+ n)(2k2 + n)

k2 + n
+ 1
]
П(n, k)
K(k)

+ n

k2 + n

E(k)
K(k)

− 1
}
.

Если полином (2.39) имеет комплексные корни (δ = 1), то инте-
гралы J1, J2 определяются по следующим формулам:

J1 = (1+ n)П(n, k)
K(k)

, n = N2

1−N2 ,

J2 = (1+ n)
[

(1+ n)(2k2 + n)
k2 + n

П(n, k)
K(k)

+ n

k2 + n

E(k)
K(k)

− 1
]
,

где K(k), E(k), П(n, k) — полные эллиптические интегралы пер-
вого, второго и третьего рода.

Г л а в а 4

ИЗУЧЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ ТЕЛ С МАЛОЙ

АСИММЕТРИЕЙ В ОБЩЕЙ ПОСТАНОВКЕ

Глава посвящена нелинейному анализу движения асиммет-
ричных тел в окрестности резонанса. Ограничения на компонен-
ты угловой скорости и величину пространственного угла атаки
не накладываются. Исследование резонансных режимов движе-
ния тела при спуске в атмосфере сводится, во-первых, к приведе-
нию исходных нелинейных уравнений движения к стандартной
двухчастотной форме для общего случая собственного вращения;
во-вторых, к анализу возможных видов резонансов; в-третьих,
к изучению условий прохода и захвата в резонанс, в-четвёртых,
к исследованию устойчивости резонансных режимов.

4.1. Приведение уравнений возмущённого движения
к стандартной двухчастотной системе

Запишем уравнения вращательного движения тела с малой
инерционно-аэродинамической асимметрией (1.31)

..
α+F (α, z) = εФα(α,ϕ, z),

ϕ̇ = R

Ix
− (G−R cosα) cosα

sin2 α
= Фϕ(α, z),

ż = εФz(α,ϕ, z),

(4.1)

где
F (α, z) = (G−R cosα)(R−G cosα)

sin3 α
−Mα(α, z),

εΦν = Dν
0 (α, z) +Dν

1 (α, z) sinϕ+Dν
2 (α, z) cosϕ+

+Dν
3 (α, z) sin 2ϕ+Dν

4 (α, z) cos 2ϕ,
z = (R,G, q), ν = α,R,G.

Заметим, что правые части уравнений для угла атаки и вектора
медленных переменных являются 2π-периодическими функция-
ми переменной ϕ.
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Квазиконсервативная система (4.1) имеет две степени свобо-
ды: угол атаки α и угол собственного вращения ϕ, что создаёт
предпосылки возникновения параметрического резонанса. Для
проведения анализа резонансного движения эту возмущённую
систему использовать нельзя, так как в ней явным образом не
выражены частоты двух быстрых вращений. Преобразуем систе-
му (4.1) к виду, содержащему указанные частоты. Введём в рас-
смотрение новую переменную — фазу колебаний угла атаки [32]

y = ω(t− t0). (4.2)

Множитель ω выберем так, чтобы общее решение первого урав-
нения системы (4.1) для невозмущённого движения (ε = 0), было
2π-периодической функцией переменной y.
Заменим уравнение второго порядка для угла атаки из систе-

мы (4.1) на два дифференциальных уравнения первого порядка
для амплитуды αmax и фазы колебаний y [9]:

α̇max = εФαmax(y,ϕ,αmax, z), ẏ = ω(αmax, z) + εY (y,ϕ,αmax, z),

ϕ̇ = Фϕ(y,αmax, z), ż = εФz(y,ϕ,αmax, z), (4.3)
где

εY (y,ϕ,αmax, z) = −ε2π sign (α̇) ∂
∂z

(
1
T

αmax∫

α

dα

|α̇|
)
Фz;

εФαmax(y,ϕ,αmax, z) =

= ε

F (αmax, z)

[
Фαα̇−

(
∂W (αmax, z)

∂z
− ∂W (α, z)

∂z

)
Фz

]
;

W (α, z) =
∫

α

F (α, z) dα, α̇ = ±
√
2[W (αmax, z) −W (α, z)] ;

T = 2
αmax∫
αmin

dα

|α̇| — период колебаний угла атаки; αmax, αmin —

максимальное и минимальное значения угла атаки на периоде
колебаний.
Правые части системы (4.3), являющиеся периодическими

функциями переменных y и ϕ, в силу уравнений (4.1) по углу ϕ
имеют период 2π и определяются следующими соотношениями:

Фαmax = Dαmax
0 (y, z) +Dαmax

1 (y, z) sinϕ+Dαmax
2 (y, z) cosϕ+

+Dαmax
3 (y, z) sin 2ϕ+Dαmax

4 (y, z) cos 2ϕ,

4.1. Приведение уравнений возмущённого движения к стандартной 111

εΦν = Dν
0 (α, z) +Dν

1 (α, z) sinϕ+Dν
2 (α, z) cosϕ+Dν

3 (α, z) ×
× sin 2ϕ+Dν

4 (α, z) cos 2ϕ+DR
3 (y, z) sin2ϕ+DR

4 (y, z) cos 2ϕ,

ФG = DG
0 (y, z) +DG

1 (y, z) sinϕ+DG
2 (y, z) cosϕ+

+DG
3 (y, z) sin2ϕ+DG

4 (y, z) cos 2ϕ,

ФG = Dq
0(z) = dq

dt
.

Амплитуда αmax, как следует из (4.3), является медленно ме-
няющейся функцией, поэтому включим её в вектор медленных
переменных z. С учётом сделанных замечаний, преобразуем си-
стему (4.3) к двухчастотной форме:

ẏ = ω(z) + εY (y,ϕ, z), ϕ̇ = Φϕ(y, z), ż = εΦz(y,ϕ, z), (4.4)

где
z = (R,G,αmax, q),

Φz = Dz
0(y, z) +Dz

1(y, z) sinϕ+Dz
2(y, z) cosϕ+Dz

3(y, z) sin2ϕ+

+Dz
4(y, z) cos 2ϕ.

Колебательная система (4.4) обладает некоторыми свойствами
стандартной двухчастотной системы: во-первых, она содержит
две быстро меняющиеся переменные частоты, изменения кото-
рых имеют порядок единицы; во-вторых, правые части уравнений
являются 2π-периодическими функциями быстрых фаз y и ϕ.
Однако, в отличие от стандартной, в системе (4.4) явным об-
разом в виде функции медленных переменных выражена толь-
ко одна частота — частота ω. Частота собственного вращения
Фϕ(α(y), z) является 2π-периодической функцией фазы y, по-
скольку α(y) = α(y + 2π) в силу замены (4.2).
Введём в рассмотрение среднюю частоту собственного вра-

щения

λ(z) = 1
2π

2π∫

0

Фϕ(y, z) dy. (4.5)

Очевидно, что при возникновении между частотами быстрых
переменных соотношения

Δ(z) = mω(z) − nλ(z) = O(ε), (4.6)

где m и n — взаимно простые целые числа, в системе (4.4) воз-
можно появление параметрического резонанса. Резонанс в ука-
занной системе характеризуется тем фактом, что малые возму-
щающие инерционные и аэродинамические моменты, вызванные
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асимметрией, могут привести к значительному изменению ам-
плитудных параметров движения.
Для приведения возмущённой системы (4.4) к стандартной

двухчастотной форме воспользуемся процедурой, представленной
в [10]. Угол собственного вращения ϕ представим в виде суммы
вековой и периодической составляющей:

ϕ = ϕ+ ϕ̃,

где
ϕ = λ(z)t, ϕ̃ = ϕ̃(y, z). (4.7)

Теперь рассмотрим уравнение для угла собственного вращения ϕ
из системы (4.4) и запишем его в виде

ϕ̇ = λ(z) + ˙̃ϕ,

где ˙̃ϕ = Φϕ − λ(z). Очевидно, что период колебания периоди-
ческой составляющей ϕ̃ по переменной y равен 2π, а средние
значения ϕ̃ и ˙̃ϕ на этом периоде равны нулю.
Если амплитуда колебаний угла атаки мала, как, например,

при движении, близком к регулярной прецессии, то будут ма-
лыми значения функции ˙̃ϕ. Тогда рассматриваемая система (4.4)
является стандартной двухчастотной системой, и угол собствен-
ного вращения ϕ может непосредственно использоваться в каче-
стве быстрой переменной вместе с фазой y.
Выполняя дифференцирование первого выражения из (4.7),

можно получить
ϕ̇ = λ(z) + εΦ(y,ϕ, z),

где
Φ(y,ϕ, z) = ∂λ

∂z
Φz

ϕ

λ
.

Для того, чтобы выразить угол собственного вращения ϕ,
входящий в функции Φz(y,ϕ, z), Y (y,ϕ, z) и Φ(y,ϕ, z), через
новую фазу ϕ можно воспользоваться известными аналитически-
ми решениями, полученными для случая, когда восстанавлива-
ющий момент пропорционален синусу угла атаки Mα = a sinα
(см. (2.27)) или определяется бигармонической зависимостью
Mα = a sinα+ b sin 2α [36]. В результате, система (4.4) преобра-
зуется к стандартной форме с двумя вращающимися фазами:

ẏ = ω(z) + εY (y,ϕ+ ϕ̃, z), ϕ̇ = λ(z) + εΦ(y,ϕ+ ϕ̃, z),

ż = εФz(y,ϕ+ ϕ̃, z), (4.8)

где ϕ̃ = ϕ̃(y, z).
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Рассмотрим тела, восстанавливающий момент которых про-
порционален синусу угла атаки. Для нахождения периодической
составляющей ϕ̃(y, z) использовалось решение (2.19), записан-
ное в виде

cosα = A(x) cn2
[
yK

π
+K, k

]
+ x, (4.9)

и решение для угла собственного вращения (2.27)

ϕ− ϕ0 =
(
1
Ix

− 1
)
Rt+ (R−G)n1

2βA(x)
[П(ξ,n1, k) −П(n1, k)] ×

× (R+G)n2 [Пξ,n2, k) −П(n1, k)] ,
где A(x) = u1 − x.
Согласно решению (4.9) и замене (4.2), частота изменения

фазы y имеет вид
ω = πβ/K. (4.10)

Среднюю частоту собственного вращения можно получить, под-
ставив решение (4.9) в выражение (4.5):

λ(z) =
(
1
Ix

− 1
)
R+ n1П(n1, k)(R −G) − n2П(n2, k)(R+G)

2AK
.

(4.11)
Выражение для периодической фазы ϕ̃ можно записать, зная
решение для угла собственного вращения (2.27) и формулу для
средней частоты собственного вращения (4.11):

ϕ̃(y, z) = 1
2Aβ

{[n1П(ξ,n1, k)(R−G) − n2П(ξ,n2, k)(R+G)] −
− [n1П(n1, k)(R−G) − n2П(n2, k)(R+G)] (y/π + 1)} ,

где ξ = am(K(y/π + 1), k).
Итак, исходная система уравнений движения тела с малой

асимметрией (4.1) преобразована к стандартной системе с двумя
быстрыми фазами (4.8).

4.2. Нерезонансный случай движения тела

Рассмотрим систему возмущённого движения тела с малой
асимметрией (4.1) в нерезонансном случае. Используя [21], пока-
жем, что усреднение по времени правых частей уравнений (4.1)
можно заменить независимым усреднением по быстрым фазам y
и ϕ. Для возмущённой системы (4.1) запишем вырожденную
систему (ε = 0) в виде

ẏ = ω, ϕ̇ = λ, ż = 0, (4.12)

из которой следует, что z = const , а y = ωt+ y0, ϕ = λt+ ϕ0.



112 Гл. 4. Изучение движения тел с малой асимметрией

асимметрией, могут привести к значительному изменению ам-
плитудных параметров движения.
Для приведения возмущённой системы (4.4) к стандартной

двухчастотной форме воспользуемся процедурой, представленной
в [10]. Угол собственного вращения ϕ представим в виде суммы
вековой и периодической составляющей:

ϕ = ϕ+ ϕ̃,

где
ϕ = λ(z)t, ϕ̃ = ϕ̃(y, z). (4.7)

Теперь рассмотрим уравнение для угла собственного вращения ϕ
из системы (4.4) и запишем его в виде

ϕ̇ = λ(z) + ˙̃ϕ,

где ˙̃ϕ = Φϕ − λ(z). Очевидно, что период колебания периоди-
ческой составляющей ϕ̃ по переменной y равен 2π, а средние
значения ϕ̃ и ˙̃ϕ на этом периоде равны нулю.
Если амплитуда колебаний угла атаки мала, как, например,

при движении, близком к регулярной прецессии, то будут ма-
лыми значения функции ˙̃ϕ. Тогда рассматриваемая система (4.4)
является стандартной двухчастотной системой, и угол собствен-
ного вращения ϕ может непосредственно использоваться в каче-
стве быстрой переменной вместе с фазой y.
Выполняя дифференцирование первого выражения из (4.7),

можно получить
ϕ̇ = λ(z) + εΦ(y,ϕ, z),

где
Φ(y,ϕ, z) = ∂λ

∂z
Φz

ϕ

λ
.

Для того, чтобы выразить угол собственного вращения ϕ,
входящий в функции Φz(y,ϕ, z), Y (y,ϕ, z) и Φ(y,ϕ, z), через
новую фазу ϕ можно воспользоваться известными аналитически-
ми решениями, полученными для случая, когда восстанавлива-
ющий момент пропорционален синусу угла атаки Mα = a sinα
(см. (2.27)) или определяется бигармонической зависимостью
Mα = a sinα+ b sin 2α [36]. В результате, система (4.4) преобра-
зуется к стандартной форме с двумя вращающимися фазами:
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ω = πβ/K. (4.10)
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λ(z) =
(
1
Ix

− 1
)
R+ n1П(n1, k)(R −G) − n2П(n2, k)(R+G)

2AK
.

(4.11)
Выражение для периодической фазы ϕ̃ можно записать, зная
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ϕ̃(y, z) = 1
2Aβ

{[n1П(ξ,n1, k)(R−G) − n2П(ξ,n2, k)(R+G)] −
− [n1П(n1, k)(R−G) − n2П(n2, k)(R+G)] (y/π + 1)} ,
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быстрыми фазами (4.8).

4.2. Нерезонансный случай движения тела

Рассмотрим систему возмущённого движения тела с малой
асимметрией (4.1) в нерезонансном случае. Используя [21], пока-
жем, что усреднение по времени правых частей уравнений (4.1)
можно заменить независимым усреднением по быстрым фазам y
и ϕ. Для возмущённой системы (4.1) запишем вырожденную
систему (ε = 0) в виде

ẏ = ω, ϕ̇ = λ, ż = 0, (4.12)

из которой следует, что z = const , а y = ωt+ y0, ϕ = λt+ ϕ0.
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Пусть f(y,ϕ + ϕ̃(y, z), z) — некоторая 2π-периодическая
функция переменных y и ϕ. Разложим эту функцию в ряд Фурье
по аргументам y и ϕ:

f(y,ϕ, z) =
∑
m,n

Dmn(z)ei(my+nϕ)=
∑
m,n

Dmn(z)ei(my+nϕ+nϕ̃). (4.13)

Тогда среднее значение функции (4.13) имеет вид

f(z) = lim
T→∞

1
T

T∫

0

f [y(t),ϕ(t) + ϕ̃(y, z), z] dt,

где y(t), ϕ(t) — решение вырожденной системы (4.12). Тогда

f(z) = lim
T→∞

1
T

T∫

0

∑
m,n

Dmn(z)ei(mω+nλ)t+i(my0+nϕ0) dt = D00(z),

так как при выполнении (4.6) для любых m и n, не равных нулю
одновременно

f(z) = lim
T→∞

1
T

T∫

0

eiγt dt = 0,

где γ — произвольная фиксированная постоянная, не равная
нулю.
По известной формуле для коэффициентов Фурье получаем

f(z) = D00(z) = 1

4π2

2π∫

0

2π∫

0

f(y,ϕ+ ϕ̃, z) dy dϕ =

= 1
2π

2π∫

0

(
1
2π

2π∫

0

f(y,ϕ+ ϕ̃, z) dy
)
dϕ.

Отсюда следует, что в нерезонансном случае усреднение 2π-пе-
риодической функции (4.13) можно производить раздельно по
каждой фазе y и ϕ. Кроме того, среднее значение функции (4.13)
не зависит от начальных значений фаз y0 и ϕ0.
Независимое усреднение можно проводить как в исходной

системе возмущённого движения (4.1), так и в приведённой к
стандартному виду системе (4.8). Воспользуемся системой (4.8),
тогда усреднение уравнений для медленных переменных по фазе
ϕ даёт следующий результат:

ż = ε

2π

2π∫

0

Фz(y,ϕ+ ϕ̃, z) dϕ = εФ◦
z(y, z). (4.14)
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Тогда с учётов вида функции εФz(y,ϕ, z) имеем

εФ◦
z(y, z) = 1

2π

2π∫

0

(Dz
0 +Dz

1 sinϕ+Dz
2 cosϕ+Dz

3 sin 2ϕ+

+Dz
4 cos 2ϕ) dϕ = Dz

0.

Усреднение уравнений (4.14) по второй фазе y приводит к виду,
совпадающему с усреднёнными уравнениями возмущённого дви-
жения осесимметричных тел, рассмотренными в гл. 3.
Следовательно, в нерезонансном случае малая асимметрия не

влияет на характер возмущённого движения и это движение не
зависит от значений начальных фаз y0 и ϕ0.

4.3. Виды нелинейных резонансов

Возмущённое движение тела с малой асимметрией описыва-
ется системой с двумя вращающимися фазами (4.8). Периодиче-
ские функции Фz(y,ϕ + ϕ̃, z) могут быть представлены в виде
кратных рядов Фурье (4.13) от быстрых переменных, амплитуда
гармоник которых зависит от величины

|Δ(z)| = |mω(z) − nλ(z)| (4.15)

и порядка резонанса k = |m| + |n|.
В работе [16] показано, что интенсивность резонанса будет

тем сильнее, чем ниже порядок резонанса k и чем ближе к нулю
модуль резонансной расстройки (4.15).
Правые части уравнений «медленных» переменных в системе

(4.8) имеют вид

εФz(y,ϕ, z) = Dz
0 +Dz

1 sinϕ+Dz
2 cosϕ+Dz

3 sin 2ϕ+Dz
4 cos 2ϕ,

где ϕ = ϕ+ ϕ̃.
Функция Dz

0 определяется демпфирующими моментами и ма-
лым возмущающим моментом крена εMx0(z). Остальные функ-
ции Dz

i зависят от малой асимметрии, причём Dz
3, Dz

4 опреде-
ляются только асимметрией вида: Δi = (Iz − Iy)/I. Отсюда сле-
дует, что резонанс в системе (4.8) возможен только при наличии
малой асимметрии.
Рассмотрим главный резонанс (m = 1,n = 1) [13]

ω = λ. (4.16)

При этом резонансе, как будет показано ниже, тело будет со-
вершать собственное вращение со средней скоростью, близкой
к удвоенной частоте колебаний угла атаки

ω ≈ 2ωa, (4.17)



114 Гл. 4. Изучение движения тел с малой асимметрией

Пусть f(y,ϕ + ϕ̃(y, z), z) — некоторая 2π-периодическая
функция переменных y и ϕ. Разложим эту функцию в ряд Фурье
по аргументам y и ϕ:

f(y,ϕ, z) =
∑
m,n

Dmn(z)ei(my+nϕ)=
∑
m,n

Dmn(z)ei(my+nϕ+nϕ̃). (4.13)

Тогда среднее значение функции (4.13) имеет вид

f(z) = lim
T→∞

1
T

T∫

0

f [y(t),ϕ(t) + ϕ̃(y, z), z] dt,

где y(t), ϕ(t) — решение вырожденной системы (4.12). Тогда

f(z) = lim
T→∞

1
T

T∫

0

∑
m,n

Dmn(z)ei(mω+nλ)t+i(my0+nϕ0) dt = D00(z),

так как при выполнении (4.6) для любых m и n, не равных нулю
одновременно

f(z) = lim
T→∞

1
T

T∫

0

eiγt dt = 0,

где γ — произвольная фиксированная постоянная, не равная
нулю.
По известной формуле для коэффициентов Фурье получаем

f(z) = D00(z) = 1

4π2

2π∫

0

2π∫

0

f(y,ϕ+ ϕ̃, z) dy dϕ =

= 1
2π

2π∫

0

(
1
2π

2π∫

0

f(y,ϕ+ ϕ̃, z) dy
)
dϕ.

Отсюда следует, что в нерезонансном случае усреднение 2π-пе-
риодической функции (4.13) можно производить раздельно по
каждой фазе y и ϕ. Кроме того, среднее значение функции (4.13)
не зависит от начальных значений фаз y0 и ϕ0.
Независимое усреднение можно проводить как в исходной

системе возмущённого движения (4.1), так и в приведённой к
стандартному виду системе (4.8). Воспользуемся системой (4.8),
тогда усреднение уравнений для медленных переменных по фазе
ϕ даёт следующий результат:

ż = ε

2π

2π∫

0

Фz(y,ϕ+ ϕ̃, z) dϕ = εФ◦
z(y, z). (4.14)

4.3. Виды нелинейных резонансов 115

Тогда с учётов вида функции εФz(y,ϕ, z) имеем

εФ◦
z(y, z) = 1

2π

2π∫

0

(Dz
0 +Dz

1 sinϕ+Dz
2 cosϕ+Dz

3 sin 2ϕ+

+Dz
4 cos 2ϕ) dϕ = Dz

0.

Усреднение уравнений (4.14) по второй фазе y приводит к виду,
совпадающему с усреднёнными уравнениями возмущённого дви-
жения осесимметричных тел, рассмотренными в гл. 3.
Следовательно, в нерезонансном случае малая асимметрия не

влияет на характер возмущённого движения и это движение не
зависит от значений начальных фаз y0 и ϕ0.

4.3. Виды нелинейных резонансов

Возмущённое движение тела с малой асимметрией описыва-
ется системой с двумя вращающимися фазами (4.8). Периодиче-
ские функции Фz(y,ϕ + ϕ̃, z) могут быть представлены в виде
кратных рядов Фурье (4.13) от быстрых переменных, амплитуда
гармоник которых зависит от величины

|Δ(z)| = |mω(z) − nλ(z)| (4.15)

и порядка резонанса k = |m| + |n|.
В работе [16] показано, что интенсивность резонанса будет

тем сильнее, чем ниже порядок резонанса k и чем ближе к нулю
модуль резонансной расстройки (4.15).
Правые части уравнений «медленных» переменных в системе

(4.8) имеют вид

εФz(y,ϕ, z) = Dz
0 +Dz

1 sinϕ+Dz
2 cosϕ+Dz

3 sin 2ϕ+Dz
4 cos 2ϕ,

где ϕ = ϕ+ ϕ̃.
Функция Dz

0 определяется демпфирующими моментами и ма-
лым возмущающим моментом крена εMx0(z). Остальные функ-
ции Dz

i зависят от малой асимметрии, причём Dz
3, Dz

4 опреде-
ляются только асимметрией вида: Δi = (Iz − Iy)/I. Отсюда сле-
дует, что резонанс в системе (4.8) возможен только при наличии
малой асимметрии.
Рассмотрим главный резонанс (m = 1,n = 1) [13]

ω = λ. (4.16)

При этом резонансе, как будет показано ниже, тело будет со-
вершать собственное вращение со средней скоростью, близкой
к удвоенной частоте колебаний угла атаки

ω ≈ 2ωa, (4.17)



116 Гл. 4. Изучение движения тел с малой асимметрией

где ωa ≈ √−mα
z qSl/I — собственная частота колебаний угла

атаки, mα
z = −c0 < 0 (см. формулу (2.14)).

Совокупность резонансов из (4.16), когда скорость собствен-
ного вращения в среднем отлична от нуля, будем называть вра-
щательными резонансами [9]. Термин «вращательный резонанс»
заимствован из работы [46], в которой рассматривается резонанс
при движении ракет, когда угловая скорость крена близка к соб-
ственной частоте нутационных колебаний (ωx ≈ ωa).
Частота ω связана с мгновенным периодом колебания угла

атаки следующим известным соотношением:

ω = 2π
T
, (4.18)

а средняя частота собственного вращения вычисляется по фор-
муле

λ = ϕ̇ = 1
T

T∫

0

[
R

Ix
− (G−R cosα) cosα(t)

sin2 α(t)

]
dt, (4.19)

где α(t) — порождающее решение.
Если решение уравнения невозмущённого движения в явном

виде неизвестно, то частоты ω и λ можно определить, используя
следующие соотношения:

T =
√
2

αmax∫
αmin

dα√
E −W (α)

,

λ =
√
2
T

αmax∫
αmin

[
R

Ix
− (G−R cosα) cosα

sin2 α

]
dα√

E −W (α)
,

где
W (α) = R2 +G2 − 2RG cosα

2 sin2 α
−

∫
Mα(α) dα,

W (αmin) = W (αmax) = E.

Пусть восстанавливающий момент тела является синусоидальной
функцией угла атаки, тогда из порождающего решения (2.19)
и формулы (2.21) следует следующее выражение для частоты ω:

ω = π

K
β = π

K

√
g0

4

√
1− 2(cx− b)

1− x2
+
(
cx− b

1− x2

)2
, (4.20)

где
g0 = ω2a, c = R2 +G2

4g0
, b = RG

2g0
, x = cosαmax.
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Средняя скорость собственного вращения тела определяется
формулой (4.11).
Покажем, что при малых углах атаки условие главного резо-

нанса (4.16) с учётом формул (4.11) и (4.20) совпадает с извест-
ными резонансными соотношениями, полученными из линейной
и квазилинейной теорий. Рассмотрим подкоренное выражение
в формуле (4.20). При малых углах атаки будем считать, что
cosα = 1− α2/2, а проекции кинетического момента на продоль-
ную ось тела и на вектор скорости близки друг другу (R ≈ G).
Тогда получим

η2 = 1− 2(cx− b)
1− x2

+
(
c− bx

1− x2

)2
≈ 1+ R2

4ω2a
.

Для малых углов атаки модуль k, параметры n1, n2 и полные эл-
липтические интегралы K(k), П(k,n1) и П(k,n2) определяются
следующими приближёнными формулами:

n1 ≈ α2max − α2min

α2min

= 0(1), n2 ≈ −α2max − α2min

4
= 0(ε),

k2 ≈ α2max − α2min

4η
= 0(ε), K(k) ≈ π

2
, (4.21)

П(k,n1) ≈ π

2
· αmin

αmax
, П(k,n2) ≈ π

2
.

Имея в виду, что в плотных слоях атмосферы ω2a � R2, запишем
приближённое выражение для частоты (4.20):

ω ≈ 2
√
ω2a + R2

4
. (4.22)

Перейдём к вычислению средней частоты собственного вращения
λ. Подставим приближённые формулы (4.21) в выражение (4.11),
в результате получим

λ = R

(
1
Ix

− 1
2

)
+ R−G

αmaxαmin
. (4.23)

Для нахождения произведения αmaxαmin воспользуемся интегра-
лом энергии

α̇2

2
+ R2 +G2 − 2RG cosα

2 sin2 α
− ω2a cosα = E.
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Перейдём к вычислению средней частоты собственного вращения
λ. Подставим приближённые формулы (4.21) в выражение (4.11),
в результате получим

λ = R

(
1
Ix

− 1
2

)
+ R−G

αmaxαmin
. (4.23)

Для нахождения произведения αmaxαmin воспользуемся интегра-
лом энергии

α̇2

2
+ R2 +G2 − 2RG cosα

2 sin2 α
− ω2a cosα = E.
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При α̇ = 0 имеет место равенство

R2 +G2 − 2RG cosαmax

2 sin2 αmax

− ω2a cosαmax =

= R2 +G2 − 2RG cosαmin

2 sin2 αmin

− ω2a cosαmin.

Вводя выше принятые допущения, получим

αmaxαmin =

√
(G−R)2

ω2a +R2/4

и подставим это выражение в формулу (4.23). При этом бу-
дем учитывать, что произведение αmaxαmin всегда положитель-
но и знак последнего слагаемого определяется знаком разности
(R −G). Окончательно запишем формулу для средней скорости
собственного вращения [13]:

λ = R

(
1
Ix

− 1
2

)
+ sign (R−G)

√
ω2a + R2

4
. (4.24)

Из этой формулы следует, что возможны два случая враща-
тельного движения, которые по терминологии, принятой в [44],
будем называть «прямой» (R <G) и «обратной» (R>G) прецес-
сией. В случае «обратной» прецессии при главном резонансе
выражения (4.22) и (4.24) дают основную формулу линейного
резонансного анализа для критической скорости крена [20]:

ω∗
x =

√
−mα

z qSl

I − Ix

(
ωx = R

Ix

)
. (4.25)

В случае прямой прецессии наблюдается субгармонический
резонанс, рассмотренный в работах [13], [33]:

ω∗
x = 3

√
− mα

z qSl

(1− 2Ix) (I + Ix)
.

Из этой формулы следует, что субгармонический резонанс воз-
никает только в случае, когда поперечный момент инерции тела
более, чем вдвое превышает осевой момент инерции: I > 2Ix.
Рассмотрим пример. Пусть тело имеет сферическую форму,

а малая асимметрия определяется только смещением центра
масс с оси симметрии аппарата (zт �= 0). Будем полагать, что
аэродинамическое демпфирование отсутствует, а коэффициен-
ты нормальной и тангенциальной силы соответственно равны:
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cn = sinα, cτ = cosα. Тогда исходные уравнения возмущённого
движения (4.1) примут вид

α̈+ F (α) = zт cosα sinϕqSl
I
,

Ṙ = −zт sinα cosϕqSl
I
, Ġ = 0, q̇ = εФq(z).

òî÷êà 1 òî÷êà 3

òî÷êà 2

òî÷êà 4
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Рис. 4.1. Резонансное вращение тела вокруг оси динамической симметрии
под действием момента крена MR = −zTqSl sinα cos ϕ при главном резонансе

ω = λ

Т а б л иц а 4.1. Значения нормальной силы N и момента крена MR при
различных значениях фаз y и ϕ

точка 1: y = 0, ϕ = 0, N1 = qS sinαmax, MR = −zTqSl sinαmax;

точка 2: y =
π

2
, ϕ =

π

2
, N2 = qS sinα, MR = 0;

точка 3: y = π, ϕ = π, N3 = qS sinαmin, MR = zTqSl sinαmin;

точка 4: y =
3π
2
, ϕ =

3π
2
, N4 = qS sinα, MR = 0.

Пусть наблюдается главный вращательный резонанс: ω = λ
и движение тела синхронизировано по фазам так, что при ϕ = 0
фаза y = 0. В соответствии с порождающим решением (2.19)
в точке y = 0 угол атаки равен α = αmax, а момент крена
равен zт sinαmaxqSl. В точке ϕ = π, y = π (α = αmin) момент
крена равен zт sinαminqSl и имеет противоположное направ-
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ление (рис. 4.1). В промежуточных точках ϕ = π/2, y = π/2
и ϕ = 3π/2, y = 3π/2 момент крена равен нулю (табл. 4.1). Отсю-
да ясно, что в отличие от нерезонансного случая, момент крена
в среднем на периоде 2π не обращается в нуль. Это приводит
к резонансной закрутке тела.
При спуске тела в атмосфере в ряде случаях вследствие

действия момента, вызванного малой асимметрией, возникает
явление, обусловленное гироскопическим взаимодействием ну-
тационного движения и движения по крену [20]. Это явление
получило название резонанса крена или «лунного» резонанса.
Тело совершает колебания вокруг собственной продольной оси
относительно набегающего потока. Тело обращено одной сто-
роной к набегающему потоку и средняя угловая скорость соб-
ственного вращения близка к нулю: λ ≈ 0. При резонансе крена,
вызванном поперечным смещением центра масс с оси симметрии
тела (yт, zт �= 0), возникает явление, аналогичное плоскому ну-
тационному движению тела под действием восстанавливающего
момента, роль которого играет момент крена от нормальной
аэродинамической силы:

MR = −yтN sinϕ− zтN cosϕ,

где N = cn(α)qS. Амплитуда колебаний угла собственного вра-
щения относительно положения равновесия (MR = 0) зависит от
начального значения этого угла, величины поперечного смеще-
ния центра масс и скорости изменения скоростного напора dq/dt.
Резонансу крена соответствует значение m = 0 в резонансном
условии (4.6)

λ ≈ 0. (4.26)

Чтобы сопоставить условие резонанса крена (4.26) с известным
из линейной теории соотношением (4.25) [20], приравняем фор-
мулу (4.24) нулю

R

(
1
Ix

− 0,5
)

+ sign (R−G)

√
ω2a + R2

4
= 0.

Перенесём второе слагаемое этого выражения в правую часть,
после чего и правую и левую части возведём в квадрат, в резуль-
тате получим известную формулу (4.25).
Следовательно, показано, что резонансные соотношения для

малых углов атаки, являются частными случаями общего резо-
нансного условия (4.6) для главного вращательного резонанса
m = n = 1 и резонанса крена m = 0.

4.3. Виды нелинейных резонансов 121

Наличие вторых гармоник по углу собственного вращения
в правых частях возмущённой системы (4.1)

εФz(y,ϕ, z) = Dz
0 +Dz

1 sinϕ+Dz
2 cosϕ+Dz

3 sin 2ϕ+Dz
4 cos 2ϕ

определяет возможность возникновения удвоенного вращатель-
ного резонанса

ω = 2λ. (4.27)

2π-периодические функции Dz
3 и D

z
4 переменной y в силу ис-

ходных уравнений (1.30) зависят только от одного вида асиммет-
рии — относительной разности поперечных моментов инерции
Δi = (Iz − Iy)/I. Найдём выражение критической угловой скоро-
сти крена при малых углах атаки, соответствующее удвоенному
вращательному резонансу (4.27). Воспользуемся соотношения-
ми (4.22) и (4.24), тогда для «прямой» прецессии (G > R) из
условия (4.27) получим

ω∗
x2 = 2

√√√√− mα
z qSl

I − Ix − 3
4
I2xI

. (4.28)

Пренебрегая в знаменателе формулы (4.28) последним слага-
емым, получим весьма простое соотношение для тонких тел
(Ix � 1):

ω∗
x2 = 2

√
−mα

z qSl

I − Ix
= 2ω∗

x. (4.29)

При «обратной» прецессии (R > G) выражение для критической
скорости крена вырождается.
Рассмотренные три резонанса: главный вращательный, удво-

енный вращательный и резонанс крена не исчерпывают все
возможные типы резонансных движений, обусловленных видом
системы с двумя вращающимися фазами (4.8), которая опи-
сывает возмущённое движение асимметричных тел при спуске
в атмосфере. Влияние того или иного резонанса из многообразия
резонансов (4.6) на возмущённое движение зависит от характе-
ристик тела, от вида и величины малой асимметрии, от началь-
ных условий движения и соотношения фаз быстрых движений
в околорезонансной области. Поэтому для каждого конкретного
класса тел и типа начальных условий движения следует иссле-
довать резонансы различных порядков из совокупности (4.6),
отдавая предпочтение резонансам низких порядков.
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4.4. Частично усреднённая система. Анализ
резонансных режимов

Для анализа возмущённого движения в окрестности резонан-
са (4.6) удобно использовать систему маятникового типа [10].
В системе (4.8) введём новую переменную — сдвиг фаз

χ = m

n
y − ϕ.

В окрестности резонанса новая переменная χ является мед-
ленно меняющейся функцией. Получим систему с одной быстрой
переменной y:

ẏ = ω(z) + εY (y,χ, z),

χ̇ = Δ(z)
n

+ ε
[
m

n
Y (y,χ, z) − Φ(y,χ, z)

]
,

ż = εФz(y,χ, z),

(4.30)

где Δ(z) = mω(z) − nλ(z) — частотная расстройка.
Выполним усреднение по быстрой переменной y, затем про-

дифференцируем по времени t первое уравнение системы (4.30)
и опустим члены порядка ε2. Вводя «медленное» время τ =

√
ε t,

приходим к системе маятникового типа с медленно меняющимся
крутящим моментом Q(χ, z) в следующем виде:

d2χ

dτ 2
+Q(χ, z) = 0, dz

dτ
= μ fz(χ, z), (4.31)

где μ =
√
ε — малый параметр, fz(χ, z) = 〈Фz(y,χ, z)〉 — средние

по y,

Q(χ, z) = −
(
m

n

∂ω

∂z
− ∂λ

∂z

)
fz(χ, z) = Q0(z) +Q1(z) sinχ+

+Q2(z) cosχ+Q3(z) sin2χ+Q4(z) cos 2χ. (4.32)

Коэффициенты Qi функции (4.32) полностью определяются ве-
личинами Dz

i , входящими в полную систему уравнений возму-
щённого движения (4.1). В свою очередь, Dz

i зависят от парамет-
ров вращательного и поступательного движений, а также ком-
понентов вектора малой асимметрии Δξ. Поскольку в исходные
уравнения (4.1) входят только линейные члены от компонентов
вектора Δξ, то функция Q также линейным образом зависит от
параметров малой асимметрии.
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Фазовый портрет системы (4.31) состоит из нескольких об-
ластей колебательного и вращательного движений, разделённых
сепаратрисой.
При отсутствии возмущений (μ = 0) система (4.31) принима-

ет вид
d2χ

dτ 2
+Q(χ) = 0 (4.33)

и допускает первый интеграл — интеграл энергии

1
2

(
dχ

dτ

)2
+W (χ) = E, (4.34)

где

W (χ,z)=
∫
Q(χ,z)dχ = Q0χ −Q1 cosχ + Q2 sinχ −

− 1
2
Q3 cos 2χ + 1

2
Q4 sin 2χ. (4.35)

Характер невозмущённого движения зависит от вида функ-
ции (4.32). Вследствие периодичности функции Q в общем слу-
чае движения на фазовом портрете системы (4.33) имеется четы-
ре положения равновесия: два устойчивых и два неустойчивых
(рис. 4.2.). Если исключить из рассмотрения инерционную асим-
метрию Δi = (Iz − Iy)/I, то система (4.33) имеет одну устойчи-
вую и одну неустойчивую стационарные точки. В этом случае,
в силу уравнений (4.1), Dz

3 = Dz
4 = 0, и функция (4.32) может

быть записана в виде:

Q = Q0(z) +Q1(z) sinχ+Q2(z) cosχ.

Стационарные положения системы (4.33) являются корнями
уравнения

Q(χ∗,z)=0. (4.36)

Действительные корни этого выражения существуют, если вы-
полняется условие

max
χ

Q · min
χ
Q � 0. (4.37)

Соотношение (4.37) является условием существования стацио-
нарных точек.
В силу вида функции Q в общем случае может существовать

четыре корня χ = χ∗
i (i = 1, ... , 4), удовлетворяющих уравнению

(4.36). Устойчивое положение равновесия определяется условием

∂Q

∂χ

∣∣∣∣
χ=χ∗

i

> 0, (4.38)
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4.4. Частично усреднённая система. Анализ
резонансных режимов
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Рис. 4.2. Фазовый портрет маятниковой системы при наличии четырёх стацио-
нарных точек

а неустойчивое положение равновесия условием

∂Q

∂χ

∣∣∣∣
χ=χ∗

i

< 0.

Выполнение условия (4.38) означает существование на фазовой
плоскости устойчивой стационарной точки типа центр. В случае,
когда все коэффициенты Qi(z) в формуле (4.32) отличны от нуля,
потенциальная энергия (4.35) может иметь вид, показанный на
рис. 4.2. Внешняя сепаратриса отделяет область вращательных
движений G4 от «большой» колебательной области G3, которая
охватывает две внутренние «малые» области колебательных дви-
жений G1 и G2. Точки χ∗

1 и χ
∗
3 — точки типа центр, χ∗

2 и χ
∗
4 —
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точки типа седло. При отсутствии у тела инерционной асиммет-
рии (Iy = Iz) Dz

3 и D
z
4 в выражении (4.1) обращаются в нуль,

а следовательно, и в формуле (4.32) Q3 = Q4 = 0. В этом случае
одна из областей колебательного движения (G1 или G2), а также
стационарная седловая точка χ∗

2 вырождаются (рис. 4.3.).
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Рис. 4.3. Фазовый портрет маятниковой системы при наличии двух стационар-
ных точек

Если выполняется условие существования стационарных то-
чек (4.37), то возможна реализация режима периодического из-
менения сдвига фаз χ и резонансной расстройки Δ(z) =mω(z) −
− nλ(z) . При этом может наблюдаться длительное существова-
ние резонанса.
Рассмотрим пример. Пусть тело имеет следующие массово-

геометрические параметры: M = 200 кг, Jx = 0,4, S = 0,4 м2,
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l = 0,7 м, xт = 0,02, yт = 0, zт = 0,0003. Будем рассматривать
главный вращательный резонанс и резонанс крена. Главный вра-
щательный резонанс может наступить при совпадении частоты
колебаний угла атаки и средней угловой скорости собственного
вращения: ω(z) = l(z). При резонансе крена или «лунном» ре-
зонансе средняя угловая скорость собственного вращения тела
близка к нулю: λ(z) = 0(ε). На рис. 4.4 показано изменение
во времени частот быстрых движений λ(z) и ω(z). Начальные
условия движения подобраны так, что в окрестности точек t1
и t2 тело захватывается в главный вращательный резонанс,
а в окрестности точки t3 — в резонанс крена.
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Рис. 4.4. Зависимость частот колебаний от времени при главном вращательном
резонансе и резонансе крена

В силу действия на систему (4.31) возмущений на фазовом
портрете изменяются фазовые траектории, а также происходит
деформация сепаратрис. Возможны три характерных типа дви-
жения.
1. Прохождение через резонанс, которому отвечает изменение

направления вращения маятниковой системы.
2. Захват в резонанс, когда возможен колебательный режим

движения маятника. Этот режим соответствует траекториям, на-
ходящимся внутри сепаратрисы и постоянно остающимся вблизи
резонанса.
3. Движение в малой окрестности стационарной точки типа

центр внутри сепаратрисы.
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Фазовые траектории, соответствующие этим типам движе-
ния, показаны на рис. 4.5. На рисунке тонкой штриховой линией
изображена фазовая траектория, соответствующая проходу через
резонанс. Фазовая траектория, соответствующая захвату маят-
ника в резонанс показана толстой сплошной линией. Толстой
штриховой линией изображена фазовая траектория системы, со-
вершающей движение в малой окрестности стационарной точки
типа центр.
Рассмотренным типам движения, внутри колебательной об-

ласти, можно поставить в соответствие два вида устойчивости.
Первый вид — это устойчивость маятника в колебательной

области (устойчивость резонанса).
Второй вид — устойчивость движения маятниковой системы

в малой окрестности стационарной точки типа центр (устойчи-
вость по Ляпунову).
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Рис. 4.5. Три типа резонансного движения

Устойчивость движения маятника в колебательной области
означает, что при любых малых возмущениях фазовая точка
всегда остаётся внутри этой области. В этом случае величина
полной энергии системы E, на любом интервале времени, не
превышает значения потенциальной энергии Wс, вычисленного
в седловой точке (рис. 4.6). Однако это, вообще говоря, не озна-
чает устойчивости движения маятника по Ляпунову в окрестно-
сти стационарной точки типа центр, и наоборот.
Поскольку невозмущённое движение (μ = 0) маятниковой

системы (4.31) устойчиво не асимптотически, то устойчивость
движения при отсутствии возмущений не означает устойчивость
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Рис. 4.5. Три типа резонансного движения

Устойчивость движения маятника в колебательной области
означает, что при любых малых возмущениях фазовая точка
всегда остаётся внутри этой области. В этом случае величина
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в седловой точке (рис. 4.6). Однако это, вообще говоря, не озна-
чает устойчивости движения маятника по Ляпунову в окрестно-
сти стационарной точки типа центр, и наоборот.
Поскольку невозмущённое движение (μ = 0) маятниковой

системы (4.31) устойчиво не асимптотически, то устойчивость
движения при отсутствии возмущений не означает устойчивость
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Рис. 4.6. Виды колебательного движения маятника

полученного решения при действующих малых возмущениях.
Рассматриваемая задача может быть решена с помощью обоб-
щённого прямого метода Ляпунова, сформулированного в рабо-
те [39].

4.5. Устойчивость нелинейных резонансов

Понятие устойчивости резонанса (или застревания в резонан-
се) используется в практических задачах, связанных со спуском
космических аппаратов в атмосферу. Для реализации устойчиво-
го резонанса необходимо, чтобы на фазовой плоскости существо-
вала колебательная область, ограниченная сепаратрисой, то есть,
чтобы выполнялось условие (4.37), и достаточно, чтобы при от-
сутствии внутри колебательной области предельного цикла про-
изводная по медленному времени τ полной энергии системы E
была меньше, чем производная по медленному времени потен-
циальной энергии Wc, вычисленной в седловой точке (рис. 4.6).
В этом случае колебательная область расширяется быстрее, чем
фазовая траектория приближается к границе области, ограни-
ченной сепаратрисой. Производная dE/dτ показывает эволюцию
фазовой траектории маятниковой системы (4.31), а производная
dWc/dτ — эволюцию сепаратрисы под действием малых возму-
щений (μ �= 0). Поскольку речь идёт о колебательном движении
системы, то об указанных производных можно говорить только
в смысле их средних на периоде колебаний значений. Так как
переход через сепаратрису возможен лишь в малой её окрест-
ности, то соответствующие производные следует усреднять на
сепаратрисе, ограничивающей область, устойчивость движения
в которой исследуется. Достаточное условие устойчивости резо-
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нанса можно записать в виде [5]〈
dWc

dτ

〉
−
〈
dE

dτ

〉
> δ1, (4.39)

где〈
dWc

dτ

〉
=

∮

l

∂Wc(z)
∂z

fz(χ, z) dχ,
〈
dE

dτ

〉
=

∮

l

∂E(χ, z)
∂z

fz(χ, z) dχ,

(4.40)
δ1 — некоторая положительная константа, которая выбирается,
исходя из условия отсутствия внутри колебательной области
предельного цикла. Интегралы (4.40) вычисляются вдоль сепа-
ратрисы �.
В случае, когда резонансный режим устойчив, локальный

максимум потенциальной энергии растёт быстрее полной энер-
гии и система не может выйти из потенциальной ямы и «по-
гружается» внутрь текущей области. В случае неустойчивого
резонансного режима движения полная энергия растёт быстрее
локального максимума потенциальной энергии. То есть система
«выталкивается» из потенциальной ямы, и её дальнейшее ме-
стонахождение внутри смежных областей носит вероятностный
характер.
Если предположить, что площадь текущей колебательной об-

ласти ограниченна малой величиной, то «погружение» системы
внутрь колебательной области означает захват тела в резонанс,
а «выталкивание» — уход от резонанса. Для анализа процесса
перехода фазовой траектории через сепаратрису воспользуемся
функцией Θ(z) [34], которую для системы (4.31) можно записать
в виде

Θ(z) = −
∮

l

∂H(χ, z)
∂z

fz(χ, z) dχ. (4.41)

Здесь H — нормированный гамильтониан, который обращается
в нуль на сепаратрисе. Его можно представит как разность пол-
ной энергии системы � и потенциальной энергии, вычисленной
в седловой точке Wc:

H = E −Wc.

Функция Θ(z) есть скорость приближения площади, ометаемой
фазовой траекторией, к площади сепаратрисы. В [34] показа-
но, что несобственный интеграл (4.41) сходится. Достаточное
условие устойчивости резонанса (4.39) с учётом (4.41) можно
переписать следующим образом:

Θ(z) > δ1.

5 В.С. Асланов
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Θ(z) =
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∂z

]
fz(χ, z) dχ.

Подставляя в это выражение соотношение для потенциаль-
ной энергии (4.35), запишем окончательно достаточное условие
устойчивости резонанса (4.39) в виде∮

l

[ϑ0(χc − χ) − ϑ1(cosχc − cosχ) + ϑ2(sinχc − sinχ) −

− 1
2
ϑ3(cos 2χc − cos 2χ) + 1

2
ϑ4(sin 2χc − sin 2χ)]fz(χ, z) dχ > δ1,
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Рис. 4.7. Фазовый портрет маятниковой системы

4.5. Устойчивость нелинейных резонансов 131

Рассмотрим движение в атмосфере тела со следующими мас-
сово-геометрическими характеристиками: � = 200 кг, Jx = 0,4,
Iy = Iz = 1 кгм2, S = 0,4 м2, l = 0,7 м, xт = 0,02, yт = 0,
zт = 0,0004. Для динамически симметричного тела (Iy = Iz)
функция (4.32) запишется следующим образом:

Q(χ, z) = Q0(z) +A(z) sin (χ+ χ0),
где

A =
√
Q21 +Q22 , χ0 = arctg Q1

Q2
, z = (αmax,R, q).

Потенциальная энергия W имеет вид, показанный на рис. 4.7а.
Фазовая плоскость состоит из одной области колебатель-
ного движения G2 и области вращательного движения G4
(см. рис. 4.7 б). Точка χ∗

3 — устойчивая точка типа центр, а точ-
ка χ∗

4 — неустойчивая точка типа седло. Пусть система начина-
ет своё движение из окрестности точки χ∗3. На рис. 4.8 показано
изменение по времени расстройки частот Δ(z) = mω(z) − nλ(z).
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Рис. 4.8. Изменение резонансной расстройки частот во времени

В точке t1 был реализован захват в резонанс крена. При этом
〈dWc/dτ〉 = −0,08, 〈dE/dτ〉 = −0,10, Θ = 0,02. Это означает,
что полная энергия системы убывает быстрее, чем потенциаль-
ная энергия в седловой точке χ∗

4. Поэтому через конечный про-
межуток времени система окажется на дне потенциальной ямы
в малой окрестности точки χ∗

3. Вид фазовой траектории усред-
нённой системы, приведённый на рис. 4.7 б, подтверждает устой-
чивость резонанса крена.
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4.6. Устойчивость положения равновесия
относительно малых возмущений

Устойчивость резонанса, вообще говоря, не означает устой-
чивости движения в окрестности положения равновесия. Дей-
ствительно, фазовая траектория может выйти из малой окрест-
ности стационарной точки, но при этом остаться в пределах
колебательной области в силу того, что область колебательного
движения расширяется быстрее, чем система подходит к сепара-
трисе. Поэтому наряду с изучением устойчивости колебательного
движения необходимо проводить исследование устойчивости по-
ложения равновесия в области устойчивых резонансов.
Рассмотрим систему (4.31), которая описывает движение тела

при резонансе (4.6), в малой окрестности устойчивого положения
равновесия χ∗. Преобразуем эту систему к виду, удобному для
проведения исследования устойчивости по Ляпунову. Сделаем
замену переменных в окрестности устойчивой стационарной точ-
ки: χ = χ∗ + Δχ, ρ = ρ∗ + Δρ (ρ = dχ/dτ , ρ∗ = 0) и разложим
функцию Q(χ, z) в точке χ = χ∗ в ряд Тейлора по переменной z.
В результате, пренебрегая членами порядка μ2, получим [4], [26]

dΔχ
dτ

= Δρ+ μG(χ∗, z), dΔρ
dτ

= −Ω2(χ∗, z)Δχ+ μP (χ∗, z),

dz

dτ
= μ fz(χ∗, z),

(4.43)

где

G(χ∗, z) = −
(
∂Q

∂z
/
∂Q

∂χ

)∣∣∣∣
χ=χ∗

fz(χ∗, z); Ω2(χ∗, z) = ∂Q

∂χ

∣∣∣∣
χ=χ∗

> 0

в силу условия (4.38), P (χ∗, z) — функция, зависящая от нели-
нейных членов разложения.
Для построения функции Ляпунова в квазилинейной системе

(4.43) удобно перейти к переменным амплитуда-фаза

Δχ = A cosψ, Δρ = −AΩsinψ, (4.44)

где A и ψ — амплитуда и фаза колебаний переменной Δχ
относительно положения равновесия χ = χ∗. В этом случае си-
стема (4.43) примет вид

dψ

dτ
= Ω − Ω′

Ω
sinψ cosψ + μ(− P

AΩ
cosψ − G

A
sinψ),

dA

dτ
= −AΩ′

Ω
sin2 ψ + μ(−P

Ω
sinψ +G cosψ), dz

dτ
= μfz,

(4.45)
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где Ω′ = dΩ/dτ имеет порядок малости μ.
В качестве функции Ляпунова выбираем квадратичную фор-

му амплитуды A, которая в силу (4.44) определяется формулой

V = A2 = (Δχ)2 + (Δρ)2

Ω2
. (4.46)

Эта функция является положительно-определённой и допускает
по переменным Δχ и Δρ бесконечно-малый высший предел и
удовлетворяет всем требованиям теоремы 3, сформулированной в
§1.2 [39], согласно которой, для устойчивости движения системы
(4.45) в окрестности положения равновесия (Δχ = 0, Δρ = 0)
при действии возмущений достаточно потребовать выполнения
следующего условия:

2A
〈
dA

dτ

〉
< −δ2, (4.47)

где δ2 — некоторая положительная константа, 〈..〉 — оператор
усреднения по ψ.
Усреднение второго уравнения системы (4.45) по перемен-

ной ψ в окрестности точки Δχ = 0 позволяет переписать доста-
точное условие устойчивости движения в окрестности стацио-
нарной точки (4.47) в виде

Ω′

Ω
> δ2. (4.48)

Продифференцируем по времени τ выражение для частоты Ω2 =

=
(
∂Q

∂χ

)∣∣∣∣
χ=χ∗

, в результате получим

2ΩdΩ
dτ

=
(
∂2Q

∂χ∂z

dz

dτ
+ ∂2Q

∂χ2
dχ∗

dτ

)∣∣∣∣
χ=χ∗

. (4.49)

Для отыскания производной dχ∗/dτ следует продифференциро-
вать уравнение (4.36), Q(χ∗, z) = 0, по времени τ с учётом
возмущённой системы (4.31):

dχ∗

dτ
= −μ

(
∂Q

∂z

/
∂Q

∂χ

)∣∣∣∣
χ=χ∗

fz(χ∗, z).

Подставим это выражение в соотношение (4.49), и полученный
результат подставим в условие (4.48). В результате получим
окончательную форму достаточного условия устойчивости дви-
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4.6. Устойчивость положения равновесия
относительно малых возмущений
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трисе. Поэтому наряду с изучением устойчивости колебательного
движения необходимо проводить исследование устойчивости по-
ложения равновесия в области устойчивых резонансов.
Рассмотрим систему (4.31), которая описывает движение тела
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в силу условия (4.38), P (χ∗, z) — функция, зависящая от нели-
нейных членов разложения.
Для построения функции Ляпунова в квазилинейной системе

(4.43) удобно перейти к переменным амплитуда-фаза

Δχ = A cosψ, Δρ = −AΩsinψ, (4.44)

где A и ψ — амплитуда и фаза колебаний переменной Δχ
относительно положения равновесия χ = χ∗. В этом случае си-
стема (4.43) примет вид
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где Ω′ = dΩ/dτ имеет порядок малости μ.
В качестве функции Ляпунова выбираем квадратичную фор-

му амплитуды A, которая в силу (4.44) определяется формулой

V = A2 = (Δχ)2 + (Δρ)2

Ω2
. (4.46)
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по переменным Δχ и Δρ бесконечно-малый высший предел и
удовлетворяет всем требованиям теоремы 3, сформулированной в
§1.2 [39], согласно которой, для устойчивости движения системы
(4.45) в окрестности положения равновесия (Δχ = 0, Δρ = 0)
при действии возмущений достаточно потребовать выполнения
следующего условия:

2A
〈
dA

dτ

〉
< −δ2, (4.47)

где δ2 — некоторая положительная константа, 〈..〉 — оператор
усреднения по ψ.
Усреднение второго уравнения системы (4.45) по перемен-

ной ψ в окрестности точки Δχ = 0 позволяет переписать доста-
точное условие устойчивости движения в окрестности стацио-
нарной точки (4.47) в виде

Ω′

Ω
> δ2. (4.48)

Продифференцируем по времени τ выражение для частоты Ω2 =
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, в результате получим

2ΩdΩ
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=
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∂2Q
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dz
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+ ∂2Q

∂χ2
dχ∗

dτ

)∣∣∣∣
χ=χ∗

. (4.49)

Для отыскания производной dχ∗/dτ следует продифференциро-
вать уравнение (4.36), Q(χ∗, z) = 0, по времени τ с учётом
возмущённой системы (4.31):

dχ∗

dτ
= −μ

(
∂Q

∂z

/
∂Q

∂χ

)∣∣∣∣
χ=χ∗

fz(χ∗, z).

Подставим это выражение в соотношение (4.49), и полученный
результат подставим в условие (4.48). В результате получим
окончательную форму достаточного условия устойчивости дви-
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жения возмущённой системы в окрестности положения равнове-
сия χ = χ∗ в следующем виде:(

μ
∂2Q

∂χ∂z
− μ

∂2Q

∂χ2
∂Q/∂z

∂Q/∂χ

)∣∣∣∣
χ=χ∗

fz(χ∗, z) > δ2. (4.50)

Здесь функция Q(χ, z) определяется формулой (4.32) и в конеч-
ном итоге параметрами исходной системы уравнений движения
тела.
Принципиальное отличие представленных результатов от ре-

зультатов работы [26] заключается в том, что здесь в каче-
стве исходной системы использовалась полная нелинейная систе-
ма уравнений движения, а линеаризация производилась только
в окрестности стационарной точки. В работе [26] рассматри-
вались исходные линеаризованные движения, а затем линеари-
зация производилась ещё и в окрестности точки устойчивого
положения равновесия. Покажем, что достаточное условие (4.50)
обобщает аналогичное условие из работы [26]. Учитывая, что
z = (αmax, q, R, G), представим (4.50) в виде(
μ

∂2Q

∂χ∂αmax
− μ

∂2Q

∂χ2
∂Q/∂αmax

∂Q/∂χ

)∣∣∣∣
χ=χ∗

fαmax(χ
∗, z) +

+
(
μ
∂2Q

∂χ∂q
− μ

∂2Q

∂χ2
∂Q/∂q

∂Q/∂χ

)∣∣∣∣
χ=χ∗

fq(χ∗, z) +

+
(
μ
∂2Q

∂χ∂R
− μ

∂2Q

∂χ2
∂Q/∂R

∂Q/∂χ

)∣∣∣∣
χ=χ∗

fR(χ∗, z) +

+
(
μ
∂2Q

∂χ∂G
− μ

∂2Q

∂χ2
∂Q/∂G

∂Q/∂χ

)∣∣∣∣
χ=χ∗

fG(χ∗, z) > δ2. (4.51)

Введём следующие допущения из [26]. Во-первых, второй член
в условии (4.51), учитывающий изменение скоростного напора q,
слабо зависит от возмущений и для данного тела есть вполне
постоянная величина. Во-вторых, влияние третьего и четвёрто-
го слагаемых на резонансное движение незначительно, и усло-
вие устойчивости обеспечивается достаточно большим значени-
ем fαmax(χ∗, z).
С учётом принятых допущений, достаточное условие (4.51)

можно переписать следующим образом:(
μ

∂2Q

∂χ∂αmax
− μ

∂2Q

∂χ2
∂Q/∂αmax

∂Q/∂χ

)∣∣∣∣
χ=χ∗

fαmax(χ
∗, z) > C1, (4.52)
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где C1 — некоторая положительная величина, определяемая из
условия

abs

{
−
(
μ
∂2Q

∂χ∂q
− μ

∂2Q

∂χ2
∂Q/∂q

∂Q/∂χ

)∣∣∣∣
χ=χ∗

fq(χ∗, z) −

−
(
μ
∂2Q

∂χ∂R
− μ

∂2Q

∂χ2
∂Q/∂R

∂Q/∂χ

)∣∣∣∣
χ=χ∗

fR(χ∗, z) −

−
(
μ
∂2Q

∂χ∂G
− μ

∂2Q

∂χ2
∂Q/∂G

∂Q/∂χ

)∣∣∣∣
χ=χ∗

fG(χ∗, z)

}
< C1.

Полагая, что для малых углов атаки

fαmax(χ
∗, z) = da1(χ∗, z)

dτ
,

где a1 — угол между продольной осью тела и вектором кинети-
ческого момента, представим формулу (4.52) в виде

da1(χ∗, z)
dτ

> C∗, (4.53)

где
C∗ = C1(

μ
∂2Q

∂χ∂αmax
− μ

∂2Q

∂χ2
∂Q/∂αmax

∂Q/∂χ

)∣∣∣∣∣
χ=χ∗

.

Условие (4.53) совпадает с достаточным условием устойчиво-
сти для квазилинейного случая движения, приведённым в [26].
Рассмотрим движение тела с массово-геометрическими па-

раметрами: � = 200 кг, Jx = 0,4, S = 0,4 м2, l = 0,7 м, xт =
= 0,05, zт = 0,002; при следующих начальных условиях: α0 =
= 47◦, ϕ0 = 0◦, R0 = 4,18 c−1, G0 = 2,96 c−1, h0 = 60 км, V0 =
= 4,8 км/с, ϑ0 = −7◦.
На рис. 4.9 показано изменение частот колебаний ω(z) и λ(z)

во времени t. В окрестностях точек t1, t2, (главный вращатель-
ный резонанс: m = n = 1) и t3 (резонанс крена: m = 0, n = 1)
тело захватывается в резонанс. Фазовые траектории, а также
начальное и конечное положения сепаратрисы для всех трёх ре-
зонансов показаны соответственно на рис. 4.10а, б, в. На рисун-
ках тонкой сплошной линией изображена фазовая траектория те-
ла. Толстой штриховой линией показано положение сепаратрисы
в начальный момент времени, соответствующий захвату в резо-
нанс. Толстой сплошной линией изображено конечное положение
сепаратрисы. В моменты времени t1, t2, и t3 вычислялось до-



134 Гл. 4. Изучение движения тел с малой асимметрией

жения возмущённой системы в окрестности положения равнове-
сия χ = χ∗ в следующем виде:(
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ном итоге параметрами исходной системы уравнений движения
тела.
Принципиальное отличие представленных результатов от ре-

зультатов работы [26] заключается в том, что здесь в каче-
стве исходной системы использовалась полная нелинейная систе-
ма уравнений движения, а линеаризация производилась только
в окрестности стационарной точки. В работе [26] рассматри-
вались исходные линеаризованные движения, а затем линеари-
зация производилась ещё и в окрестности точки устойчивого
положения равновесия. Покажем, что достаточное условие (4.50)
обобщает аналогичное условие из работы [26]. Учитывая, что
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Введём следующие допущения из [26]. Во-первых, второй член
в условии (4.51), учитывающий изменение скоростного напора q,
слабо зависит от возмущений и для данного тела есть вполне
постоянная величина. Во-вторых, влияние третьего и четвёрто-
го слагаемых на резонансное движение незначительно, и усло-
вие устойчивости обеспечивается достаточно большим значени-
ем fαmax(χ∗, z).
С учётом принятых допущений, достаточное условие (4.51)

можно переписать следующим образом:(
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где C1 — некоторая положительная величина, определяемая из
условия
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Полагая, что для малых углов атаки

fαmax(χ
∗, z) = da1(χ∗, z)

dτ
,

где a1 — угол между продольной осью тела и вектором кинети-
ческого момента, представим формулу (4.52) в виде

da1(χ∗, z)
dτ

> C∗, (4.53)

где
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.

Условие (4.53) совпадает с достаточным условием устойчиво-
сти для квазилинейного случая движения, приведённым в [26].
Рассмотрим движение тела с массово-геометрическими па-

раметрами: � = 200 кг, Jx = 0,4, S = 0,4 м2, l = 0,7 м, xт =
= 0,05, zт = 0,002; при следующих начальных условиях: α0 =
= 47◦, ϕ0 = 0◦, R0 = 4,18 c−1, G0 = 2,96 c−1, h0 = 60 км, V0 =
= 4,8 км/с, ϑ0 = −7◦.
На рис. 4.9 показано изменение частот колебаний ω(z) и λ(z)

во времени t. В окрестностях точек t1, t2, (главный вращатель-
ный резонанс: m = n = 1) и t3 (резонанс крена: m = 0, n = 1)
тело захватывается в резонанс. Фазовые траектории, а также
начальное и конечное положения сепаратрисы для всех трёх ре-
зонансов показаны соответственно на рис. 4.10а, б, в. На рисун-
ках тонкой сплошной линией изображена фазовая траектория те-
ла. Толстой штриховой линией показано положение сепаратрисы
в начальный момент времени, соответствующий захвату в резо-
нанс. Толстой сплошной линией изображено конечное положение
сепаратрисы. В моменты времени t1, t2, и t3 вычислялось до-
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статочное условие устойчивости резонанса (4.42) и достаточное
условие устойчивости по Ляпунову (4.50).
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Рис. 4.9. Изменение частот колебаний во времени

В точке t1 достаточное условие устойчивости по Ляпуно-
ву (4.50) является истинным, однако не выполняется условие
устойчивости резонанса (4.42). Это означает, что с течением
времени колебательная область сжимается, и фазовая траектория
«выталкивается» во вращательную область (рис. 4.10а). Такой
резонансный режим движения неустойчив.
В момент времени t2 достаточное условие (4.50) не вы-

полняется, а условие (4.42) является истинным. Как видно из
рис. 4.10 б, с течением времени фазовая траектория покидает
малую окрестность положения равновесия, но остаётся внутри
сепаратрисы в пределах области колебательного движения. При
этом тело совершает колебания с возрастающей амплитудой.
Такой резонансный режим движения устойчив.
В точке t3 одновременно выполняется оба условия (4.42)

и (4.50). Это означает, что колебательная область расширяется,
а фазовая траектория попадает в малую окрестность положения
равновесия (рис. 4.10 в). В этом случае тело совершает затуха-
ющие колебания. Такой резонансный режим движения устойчив
и устойчиво движение системы по Ляпунову в малой окрестно-
сти положения равновесия.
Проведённые расчёты показывают, что при анализе нели-

нейных резонансов следует проводить исследование устойчиво-
сти как самого резонанса, так и устойчивости по Ляпунову
в окрестности положения равновесия, поскольку из устойчивости

4.6. Устойчивость положения равновесия относительно малых 137
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Рис. 4.10. Виды устойчивости резонансного движения аппарата

резонанса не следует устойчивости по Ляпунову и наоборот
(рис. 4.10а и 3.10 б).
На рис. 4.11, 4.12 представлены зависимости пространствен-

ного угла атаки α и модуля угловой скорости вращения ωx от
высоты полёта для всех четырёх случаев резонансного движения
летательного аппарата в атмосфере.
Из рисунков видно, что одновременное выполнение условия

устойчивости резонанса (4.42) и условия устойчивости по Ля-
пунову (4.50) приводит к значительному увеличению амплитуды
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условие устойчивости по Ляпунову (4.50).
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резонанса не следует устойчивости по Ляпунову и наоборот
(рис. 4.10а и 3.10 б).
На рис. 4.11, 4.12 представлены зависимости пространствен-

ного угла атаки α и модуля угловой скорости вращения ωx от
высоты полёта для всех четырёх случаев резонансного движения
летательного аппарата в атмосфере.
Из рисунков видно, что одновременное выполнение условия

устойчивости резонанса (4.42) и условия устойчивости по Ля-
пунову (4.50) приводит к значительному увеличению амплитуды
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колебаний пространственного угла атаки и уменьшению угловой
скорости вращения (первый случай).
При реализации второго случая, когда выполняется усло-

вие устойчивости резонанса (4.42) и не выполняется условие
устойчивости по Ляпунову (4.50), искажение параметров тра-
ектории менее значительны. При этом наблюдается некоторое
уменьшение амплитуды колебаний угла α и увеличение угловой
скорости ωx.
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Рис. 4.11. Зависимость пространственного угла атаки от высоты полёта

В третьем случае невыполнение условия устойчивости ре-
зонанса (4.42) приводит к «выталкиванию» фазовой траекто-
рии в область вращательного движения, и резонансный режим
движения разрушается. Четвёртый случай характеризуется наи-
меньшими из всех случаев конечными значениями угла атаки
и наибольшими значениями угловой скорости вращения.
Проведённые расчёты показывают, что наиболее опасным ре-

зонансным режимом движения тела в атмосфере является слу-
чай, когда выполняются условие устойчивости резонанса и усло-
вие устойчивости движения в малой окрестности положения
равновесия.
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Рис. 4.12. Зависимость угловой скорости вращения от высоты полёта

4.7. Анализ влияния нелинейных резонансов
на параметры движения тела при спуске в атмосфере

Резонансные режимы движения, возникающие при спуске
тела в атмосфере, приводят к значительным отклонениям пара-
метров траектории от номинальных (нерезонансных) значений.
Анализ возмущённого движения тела с малой инерционно-аэро-
динамической асимметрией, очевидно, следует проводить на ос-
нове исследования резонансных режимов. Наибольшее влияние
на движение тела оказывают, как правило, резонансы низких
порядков: резонанс крена и главный вращательный резонанс.
Отклонение параметров траектории от номинальных значений,
в частности пространственного угла атаки и угловой скорости
крена ωx, может исключить возможность нормального функцио-
нирования парашютной системы или привести к неравномерному
обгару теплозащитного покрытия. Одной из важных является
задача выбора сочетания геометрических и инерционно-массовых
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на параметры движения тела при спуске в атмосфере
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характеристик, при котором обеспечивается наименьшее влияние
малой асимметрии на возмущённое движение тела.
В зависимости от длительности существования резонанса,

различают три вида движения в окрестности резонанса: проход
через резонанс, неустойчивый резонанс, устойчивый резонанс.
Схема выбора проектно-баллистических параметров, рассмотрен-
ная в [10], основана на поиске области проектных переменных,
в которой реализуется проход через резонанс, когда резонансное
условие (4.6) выполняется кратковременно. Такая область может
быть найдена из условия

abs

(
Q0(ξ, z)

max
χ

Q−Q0(ξ, z)

)
> 1, (4.54)

0

25

50

75

100

125

150

5254565

óñòîé÷èâûé ðåçîíàíñ

íåóñòîé÷èâûé ðåçîíàíñ

áåçðåçîíàíñíîå äâèæåíèå

ïðîõîä

�,ãðàä

h, êì

4

5

6

7

8

9

10

11

5254565

áåçðåçîíàíñíîå äâèæåíèå ïðîõîä

óñòîé÷èâûé ðåçîíàíñ

íåóñòîé÷èâûé ðåçîíàíñ

�x , 1/ñ

h, êì

Рис. 4.13. Изменение пространственного угла атаки и угловой скорости крена
при захвате в резонанс крена (сферический аппарат). Массово-геометрические
параметры: M = 196 кг, L = 0,7 м, xT = 0,02, zT = 0,001, Ix = 0,6. Начальные
условия движения: ω0 = 9,41 с−1, α0 = 85◦, h0 = 80 км, V0 = 7,8 км/с, ϑ0 = −

−7◦
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Рис. 4.14. Изменение пространственного угла атаки и угловой скорости крена
при захвате в резонанс вращения (сферический аппарат). Массово-геометри-
ческие параметры: M = 196 кг, L = 0,7 м, xT = 0,02, zT = 0,002, Ix = 0,5.
Начальные условия движения: ω0 = 4,41 с−1, α0 = 60◦, h0 = 85 км,

V0 = 7,8 км/с, ϑ0 = −7◦

где ξ — пространство проектных переменных,

Q(χ, ξ, z) = Q0(ξ, z) +Q1(ξ, z) sinχ+ Q2(ξ, z) cosχ+

+Q3(ξ, z) sin 2χ+Q4(ξ, z) cos 2χ.

При выполнении условия (4.54) кривая Q(χ) не пересекает оси
абсцисс (рис. 4.2), уравнение (4.36) не имеет корней, нет стацио-
нарных точек на фазовом портрете и нет области периодических
движений в окрестности резонанса (4.6).
В соответствии с условием (4.54), к рассмотрению допуска-

ются только траектории с проходом. Однако, если в практиче-
ской задаче невозможно добиться удовлетворения условия (4.54),
то можно провести анализ устойчивости резонансов. Если ока-
жется, что реализуются только неустойчивые резонансы, то их
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характеристик, при котором обеспечивается наименьшее влияние
малой асимметрии на возмущённое движение тела.
В зависимости от длительности существования резонанса,

различают три вида движения в окрестности резонанса: проход
через резонанс, неустойчивый резонанс, устойчивый резонанс.
Схема выбора проектно-баллистических параметров, рассмотрен-
ная в [10], основана на поиске области проектных переменных,
в которой реализуется проход через резонанс, когда резонансное
условие (4.6) выполняется кратковременно. Такая область может
быть найдена из условия

abs

(
Q0(ξ, z)

max
χ

Q−Q0(ξ, z)

)
> 1, (4.54)
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Рис. 4.13. Изменение пространственного угла атаки и угловой скорости крена
при захвате в резонанс крена (сферический аппарат). Массово-геометрические
параметры: M = 196 кг, L = 0,7 м, xT = 0,02, zT = 0,001, Ix = 0,6. Начальные
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−7◦
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Рис. 4.14. Изменение пространственного угла атаки и угловой скорости крена
при захвате в резонанс вращения (сферический аппарат). Массово-геометри-
ческие параметры: M = 196 кг, L = 0,7 м, xT = 0,02, zT = 0,002, Ix = 0,5.
Начальные условия движения: ω0 = 4,41 с−1, α0 = 60◦, h0 = 85 км,

V0 = 7,8 км/с, ϑ0 = −7◦
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Q(χ, ξ, z) = Q0(ξ, z) +Q1(ξ, z) sinχ+ Q2(ξ, z) cosχ+

+Q3(ξ, z) sin 2χ+Q4(ξ, z) cos 2χ.

При выполнении условия (4.54) кривая Q(χ) не пересекает оси
абсцисс (рис. 4.2), уравнение (4.36) не имеет корней, нет стацио-
нарных точек на фазовом портрете и нет области периодических
движений в окрестности резонанса (4.6).
В соответствии с условием (4.54), к рассмотрению допуска-

ются только траектории с проходом. Однако, если в практиче-
ской задаче невозможно добиться удовлетворения условия (4.54),
то можно провести анализ устойчивости резонансов. Если ока-
жется, что реализуются только неустойчивые резонансы, то их
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Рис. 4.15. Изменение пространственного угла атаки и угловой скорости крена
при захвате в резонанс крена (конический аппарат). Массово-геометрические
параметры: M = 200 кг, L = 0,7 м, xT = 0,02, zT = 0,002, Ix = 0,6. Начальные
условия движения: ω0 = 0.11 с−1, α0 = 20◦, h0 = 110 км, V0 = 7,6 км/с, ϑ0 =

= −3◦

влияние не приведёт к значительным возмущениям параметров
движения.
Покажем, что существование на траектории спуска неустой-

чивого резонанса не приводит к значительным возмущениям
параметров траектории. На рис. 4.13–4.16 показаны законы из-
менения пространственного угла атаки α и модуля угловой ско-
рости ωx от высоты полёта сферического и конического аппара-
тов для безрезонансного режима движения, а также для трёх
видов резонансного движения: проход через резонанс, устойчи-
вый и неустойчивый резонанс. При проходе через резонанс не
выполняется необходимое условие устойчивости (4.37). В случае
неустойчивого резонанса необходимое условие (4.37) выполняет-
ся, а достаточное условие устойчивости резонанса (4.42) не вы-
полняется. При устойчивом резонансе выполняются необходимое
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Рис. 4.16. Изменение пространственного угла атаки и угловой скорости крена
при захвате в резонанс вращения (конический аппарат). Массово-геометри-
ческие параметры: M = 200 кг, L = 0,7 м, xT = 0,02, zT = 0,001, Ix = 0,6.
Начальные условия движения: ω0 = 7,01 с−1, α0 = 40◦, h0 = 110 км,

V0 = 7,6 км/с, ϑ0 = −3◦

условие устойчивости (4.37), достаточное условие устойчивости
резонанса (4.42) и достаточное условие устойчивости по Ляпу-
нову (4.49). Под безрезонансным понимается режим движения,
когда условие (4.6) не выполняется.
Из результатов расчётов, представленных на рисунках, следу-

ет, что характер изменения параметров траектории при проходе
тела через резонанс близок к безрезонансному случаю движения.
Захват аппарата в неустойчивый резонанс приводит к некоторому
отклонению характеристик траектории от невозмущённых зна-
чений. Устойчивый резонанс, напротив, приводит к наибольшим
искажениям параметров движения по сравнению с их нерезо-
нансными значениями.
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ИДЕНТИФИКАЦИЯ ВРАЩАТЕЛЬНОГО

ДВИЖЕНИЯ ТЕЛА ПО РЕЗУЛЬТАТАМ

ИЗМЕРЕНИЯ

В главе рассматривается метод идентификации вращательно-
го движения тела и его параметров по результатам измерений.
Метод основан на использовании в критерии оптимальности
оценивания первых интегралов движения или медленно меняю-
щихся функций, зависящих от компонентов вектора измерений.
На внеатмосферном участке траектории спуска измеряемыми па-
раметрами являются компоненты вектора угловой скорости, а на
атмосферном участке — компоненты вектора угловой скорости
и компоненты вектора перегрузки. На внеатмосферном участке
предлагается восстанавливать компоненты тензора инерции, а на
атмосферном — аэродинамические характеристики тела. Предла-
гаемый интегральный метод оценивания инвариантен к величине
шага и требует малого объёма вычислений за счёт использования
интегралов движения или усреднённых уравнений. Приводятся
результаты сравнительного численного анализа интегрального
метода и метода наименьших квадратов (МНК).

5.1. Восстановление высокочастотного движения
по малому числу измерений

Свободное движение тела вокруг центра масс отличается от
поступательного движения наличием высокочастотных состав-
ляющих. Это обстоятельство существенно затрудняет решение
измерительной задачи. При определении только самого враща-
тельного движения используется приём, суть которого заключа-
ется в подстановке в правые части дифференциальных уравнений
движения измеренных значений угловых скоростей и перегрузок
с последующим их интегрированием [17]. Успешная реализация
такого подхода возможна при условии, что частота измерений
значительно больше частоты собственных колебаний тела, кото-
рая в процессе движения тела в плотных слоях атмосферы может
достигать весьма больших значений. При решении общей задачи
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идентификации методом наименьших квадратов, когда оценива-
ются характеристики тела и начальные условия его движения,
в качестве критерия оптимальности используется квадратичная
форма от разности измеренных и расчётных функций. В даль-
нейшем МНК будем называть также традиционным или обще-
принятым. Этот метод обладает высокой точностью, но имеет
ряд недостатков, обусловленных особенностью данной задачи.
Во-первых, требуется согласование по фазе измеренных и рас-
чётных функций. Во-вторых, шаг измерения Δt должен быть
существенно меньше периода колебания измеряемых функций.
В-третьих, для реализации МНК необходимы большие затраты
машинного времени из-за высокочастотного характера измеряе-
мых функций.
Рассмотрим метод идентификации, лишённый недостатков

МНК и близкий к нему по точности [3]. Пусть в моменты
времени ti (i = 1, 2, ... ,N) измеряются значения m функций

d = (d1, d2, ... , dm), (5.1)

которым соответствуют следующие расчётные значения:

g(ζ) = (g1, g2, ... , gm),

где ξ = (ξ1, ξ2, ... , ξl) — вектор определяемых параметров. Со-
гласно МНК в качестве оценки вектора состояния ξ применяется
следующая:

�

ξ = arg min
ζ

N∑
i=1

m∑
j=1

λj(dij − gij(ξ))
2, (5.2)

где λj — весовые коэффициенты, показывающие относительную
значимость измерений функций d.
Предположим, что известна совокупность независимых инте-

гралов уравнений движения тела

Hk(ξ, dj) = const, (k = 1, 2, ... , p; j = 1, 2, ... ,m) (5.3)

или медленно меняющихся функций вдоль решений этих урав-
нений

dHk(ξ, dj)
dt

= O(ε), (5.4)

где ε — малый параметр. Тогда, используя функции (5.3) или
(5.4), можно записать новое выражение для оценки вектора со-
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идентификации методом наименьших квадратов, когда оценива-
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В-третьих, для реализации МНК необходимы большие затраты
машинного времени из-за высокочастотного характера измеряе-
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МНК и близкий к нему по точности [3]. Пусть в моменты
времени ti (i = 1, 2, ... ,N) измеряются значения m функций

d = (d1, d2, ... , dm), (5.1)

которым соответствуют следующие расчётные значения:

g(ζ) = (g1, g2, ... , gm),

где ξ = (ξ1, ξ2, ... , ξl) — вектор определяемых параметров. Со-
гласно МНК в качестве оценки вектора состояния ξ применяется
следующая:

�

ξ = arg min
ζ

N∑
i=1

m∑
j=1

λj(dij − gij(ξ))
2, (5.2)

где λj — весовые коэффициенты, показывающие относительную
значимость измерений функций d.
Предположим, что известна совокупность независимых инте-

гралов уравнений движения тела

Hk(ξ, dj) = const, (k = 1, 2, ... , p; j = 1, 2, ... ,m) (5.3)

или медленно меняющихся функций вдоль решений этих урав-
нений

dHk(ξ, dj)
dt

= O(ε), (5.4)

где ε — малый параметр. Тогда, используя функции (5.3) или
(5.4), можно записать новое выражение для оценки вектора со-
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стояния:

ξ̃ = arg min
ξ

N∑
i=1

p∑
k=1

ρk[Hk(ξ, dij) −Hk(ξ, gij(ξ))]
2, (5.5)

где ρk-весовые коэффициенты, j = 1, 2, ... ,m.
Критерий оптимальности оценивания в случае (5.5) включает

в себя только гладкие функции, поэтому шаг Δt может быть
достаточно большим (поскольку шаг Δt не связан с периодом
колебания измеряемых функций (5.1)) и согласования фаз изме-
ряемых функций не требуется. Затраты машинного времени на
решение задачи идентификации при этом существенно сокраща-
ются, так как в случае (5.3) значение интеграла Hk вычисляется
один раз для всего мерного интервала tΣ, а в случае (5.4)
уменьшение объёма вычислений достигается за счёт применения
усреднённых уравнений движения. Если количество независи-
мых функций Hk равно числу измерений в каждый момент
времени ti, то есть p = m, то точность интегрального метода
будет соответствовать точности МНК. Если же это условие не
выполняется и p < m, то точность интегрального метода будет
ниже. Однако здесь надо учитывать следующие обстоятельства.
Во-первых, есть случаи, когда не может быть обеспечена до-
статочная для МНК частота измерений. Например, при входе
по крутой траектории в плотные слои атмосферы частота соб-
ственных колебаний тела, а следовательно и частоты колебаний
измеряемых угловых скоростей и перегрузок могут достигать
величин, превышающих частоту работы существующих измери-
тельных систем. Тогда МНК, в отличие от интегрального мето-
да, не даст сколько-нибудь достоверных результатов. Во-вторых,
при p < m повышение точности оценивания по интегральному
методу можно достичь путём увеличения мерного интервала tΣ,
что нельзя сделать при использовании традиционного метода,
поскольку с ростом tΣ увеличивается сдвиг фаз между измерен-
ными и расчётными функциями.

5.2. Идентификация вращательного движения тела
на орбитальном участке полёта

Рассмотрим движение тела вокруг центра масс на орбиталь-
ном участке полёта. Будем считать, что гравитационные и аэро-
динамические моменты, действующие на тело, пренебрежимо
малы. Тогда движение тела относительно центра масс подчиня-
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ется законам движения твёрдого тела около неподвижной точки
в случае Эйлера–Пуансо [38]

dK
dt

+ ωωωωωωωωω × K = 0, (5.6)

где ωωωωωωωωω — вектор угловой скорости, K = ‖I‖ωωωωωωωωω — кинетический
момент тела, ‖I‖ — тензор инерции тела.
Проекции вектора кинетического момента на оси связанной

с телом системы координат OXY Z определяются формулами

Kx = Ixωx − Ixyωx − Ixzωz,
Ky = −Iyxωx + Iyωy − Iyzωz,
Kz = −Izxωx − Izyωy + Izωz.

(5.7)

Тензор инерции в осях системы OXY Z имеет вид

‖I‖ =

[
Ix −Ixy −Ixz

−Iyx Iy −Iyz

−Izx −Izy Iz

]
.

Вектор состояния системы (5.6), с учётом симметрии тензора
инерции относительно собственной главной диагонали, можно
записать следующим образом:

ξ = (ωx0, ωy0, ωz0, Ix, Iy, Iz, Iyx, Ixz, Iyz), (5.8)

где ωx0, ωy0, ωz0 — начальные значения проекции вектора
угловой скорости на связанные оси.
Пусть в моменты времени ti (i = 1, 2, ... ,N) измеряются про-

екции вектора угловой скорости на оси системы OXY Z

d = (ωu
x , ω

u
y , ω

u
z ),

которым соответствуют расчётные значения

g(ξ) = (ωp
x, ω

p
y , ω

p
z ).

Тогда в качестве оценки вектора состояния (5.8) по МНК при-
нимается следующая (см. (5.2)):

�

ξ = arg min
ξ

N∑
i=1

∑
j=x,y,z

λj(ωu
ji − ωp

ji(ξ))
2 (5.9)

Для случая Эйлера–Пуансо известны три первые интеграла [38],
зависящие от вектора угловой скорости и вектора состоя-
ния (5.8):

1
2

(ωxKx + ωyKy + ωzKz) = H1, (5.10)
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K2
x +K2

y +K2
z = H2, (5.11)

Kxγ +Kyγ
′ +Kzγ

′′ = H3,

где γ, γ′, γ′′ — направляющие косинусы, определяющие по-
ложение вектора кинетического момента. Однако при решении
задачи оценивания с помощью интегрального метода можно вос-
пользоваться только двумя первыми интегралами: интегралом
энергии (5.10) и интегралом, определяющим модуль вектора
кинетического момента (5.11). Третий интеграл, определяющий
направление вектора кинетического момента, зависит от направ-
ляющих косинусов, которые в данной задаче не измеряются.
Следовательно, число независимых интегралов (p = 2) меньше
количества измерений в точке ti (m = 3), поэтому априорно
точность интегрального метода будет ниже, чем точность МНК.
В критерии оценивания (5.5) будем использовать первые ин-

тегралы (5.10) и (5.11):

ξ̃ = arg min
ξ

N∑
i=1

2∑
k=1

ρk[Hk(ξ,ωu
ji) −Hk(ξ,ω

p
ji(ξ))]

2, j = x, y, z.

(5.12)
Входящие в оценку (5.12) первые интегралы (5.10) и (5.11)

Hp
k = Hk(ξ,ωp

x,ω
p
y , ω

p
z), k = 1, 2

сохраняют постоянные значения, поэтому в процессе решения
задачи идентификации эти интегралы на всём мерном интервале
tΣ вычисляются только один раз, в первой точке i = 1. Это
существенно снижает затраты машинного времени по сравнению
с МНК, когда для получения расчётных значений вектора уг-
ловой скорости в точках измерения ti(i = 1,2, ...N) необходимо
проводить численное интегрирование уравнений движения (5.6).
Рассмотрим пример. Пусть известны точные значения глав-

ных моментов инерции:

I∗x = 1.500 кгм2, I∗y = 5.616 кгм2, I∗z = 5.880 кгм2.

Определим математическое ожидание и среднеквадратическое
отклонение оценок моментов инерции Ix и Iy с помощью МНК
и интегрального метода. Величина мерного интервала принимает
следующие значения: 2 с, 10 с, 25 с и 40 с, а число измерений на
мерном интервале постоянно и равно N = 20. При tΣ = 2 с усло-
вие применимости МНК выполняется, то есть в этом случае шаг
измерения Δt = tΣ/(N − 1) существенно меньше периода соб-
ственных колебаний тела. Для каждого значения мерного интер-
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вала tΣ K-раз (K = 50) производилось моделирование N изме-
рений с учётом ошибок, распределённых по нормальному закону
с нулевым математическим ожиданием и среднеквадратическим
отклонением σω = 0.01 c−1. Для получения оценок (5.9) и (5.12)
использовался градиентный метод, и в качестве начальных зна-
чений принимались следующие: I◦x = 1.8 кгм2, I◦y = 4.5 кгм2.
В табл. 5.1 приведены математические ожидания и средне-

квадратические отклонения оценок моментов инерции Ix и Iy,
найденные МНК и интегральным методом, для различных зна-
чений мерного интервала. Поскольку количество измерений
на мерном интервале постоянно и равно 20, то с изменени-
ем величины мерного интервала tΣ изменяется шаг измере-
ния Δt = tΣ/(N − 1). На основании данных, представленных
в табл. 5.1, можно сделать следующие выводы. Во-первых, при
малом шаге измерений Δt ∈ (0.105 c; 0.525 c)МНК по сравнению
с интегральным методом, даёт более точные результаты — ма-
тематические ожидания оценок ближе к точным значениям при
меньших среднеквадратических отклонениях. Во-вторых, при до-
стижении шага измерения значений, близких к периодам колеба-
ний измеряемых угловых скоростей Δt = 25/(N − 1) = 1.316 c,
точность МНК существенно ухудшается, и при дальнейшем
увеличении шага измерений (Δt = 40/(N − 1) = 2.105 c) МНК
уже не даёт сколько-нибудь достоверных результатов. В-третьих,
интегральный метод оценивания, независимо от величины шага
измерения, позволяет получать достаточно точные результаты,
и этот метод целесообразно использовать в случаях, когда МНК
не даёт удовлетворительных результатов.
Для задач идентификации, кроме вопроса о точности оценок,

весьма важен вопрос о затратах машинного времени, требуемого
на получение оценок, тем более, что основным методом решения
подобных задач является МНК. Затраты машинного времени при
использовании МНК возрастают пропорционально увеличению
мерного интервала, поскольку основной объём вычислений свя-
зан с численным интегрированием уравнений движения тела,
проведение которого необходимо для получения расчётных зна-
чений составляющих вектора угловой скорости. Интегральный
метод, напротив, не требует численного интегрирования урав-
нений движения, и объём вычислений не зависит от величины
мерного интервала, а определяется только количеством точек,
в которых надо вычислять первые интегралы (5.10) и (5.11).
В рассмотренном примере использование интегрального метода
даёт выигрыш в затратах машинного времени на 2–3 порядка по
сравнению с МНК.
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K2
x +K2

y +K2
z = H2, (5.11)

Kxγ +Kyγ
′ +Kzγ

′′ = H3,

где γ, γ′, γ′′ — направляющие косинусы, определяющие по-
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ξ̃ = arg min
ξ

N∑
i=1

2∑
k=1

ρk[Hk(ξ,ωu
ji) −Hk(ξ,ω

p
ji(ξ))]

2, j = x, y, z.

(5.12)
Входящие в оценку (5.12) первые интегралы (5.10) и (5.11)

Hp
k = Hk(ξ,ωp

x,ω
p
y , ω

p
z), k = 1, 2

сохраняют постоянные значения, поэтому в процессе решения
задачи идентификации эти интегралы на всём мерном интервале
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существенно снижает затраты машинного времени по сравнению
с МНК, когда для получения расчётных значений вектора уг-
ловой скорости в точках измерения ti(i = 1,2, ...N) необходимо
проводить численное интегрирование уравнений движения (5.6).
Рассмотрим пример. Пусть известны точные значения глав-

ных моментов инерции:

I∗x = 1.500 кгм2, I∗y = 5.616 кгм2, I∗z = 5.880 кгм2.

Определим математическое ожидание и среднеквадратическое
отклонение оценок моментов инерции Ix и Iy с помощью МНК
и интегрального метода. Величина мерного интервала принимает
следующие значения: 2 с, 10 с, 25 с и 40 с, а число измерений на
мерном интервале постоянно и равно N = 20. При tΣ = 2 с усло-
вие применимости МНК выполняется, то есть в этом случае шаг
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вала tΣ K-раз (K = 50) производилось моделирование N изме-
рений с учётом ошибок, распределённых по нормальному закону
с нулевым математическим ожиданием и среднеквадратическим
отклонением σω = 0.01 c−1. Для получения оценок (5.9) и (5.12)
использовался градиентный метод, и в качестве начальных зна-
чений принимались следующие: I◦x = 1.8 кгм2, I◦y = 4.5 кгм2.
В табл. 5.1 приведены математические ожидания и средне-

квадратические отклонения оценок моментов инерции Ix и Iy,
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ем величины мерного интервала tΣ изменяется шаг измере-
ния Δt = tΣ/(N − 1). На основании данных, представленных
в табл. 5.1, можно сделать следующие выводы. Во-первых, при
малом шаге измерений Δt ∈ (0.105 c; 0.525 c)МНК по сравнению
с интегральным методом, даёт более точные результаты — ма-
тематические ожидания оценок ближе к точным значениям при
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точность МНК существенно ухудшается, и при дальнейшем
увеличении шага измерений (Δt = 40/(N − 1) = 2.105 c) МНК
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измерения, позволяет получать достаточно точные результаты,
и этот метод целесообразно использовать в случаях, когда МНК
не даёт удовлетворительных результатов.
Для задач идентификации, кроме вопроса о точности оценок,

весьма важен вопрос о затратах машинного времени, требуемого
на получение оценок, тем более, что основным методом решения
подобных задач является МНК. Затраты машинного времени при
использовании МНК возрастают пропорционально увеличению
мерного интервала, поскольку основной объём вычислений свя-
зан с численным интегрированием уравнений движения тела,
проведение которого необходимо для получения расчётных зна-
чений составляющих вектора угловой скорости. Интегральный
метод, напротив, не требует численного интегрирования урав-
нений движения, и объём вычислений не зависит от величины
мерного интервала, а определяется только количеством точек,
в которых надо вычислять первые интегралы (5.10) и (5.11).
В рассмотренном примере использование интегрального метода
даёт выигрыш в затратах машинного времени на 2–3 порядка по
сравнению с МНК.
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Т а б л иц а 5.1. Значения математических ожиданий и среднеквадратических
отклонений оценок моментов инерции, полученные МНК и интегральным

методом [3]

Метод наименьших квадратов Интегральный метод

tΣ 2 10 25 40 2 10 25 40

MIx 1.499 1.499 1.499 1.493 1.491 1.494 1.499 1.500

σIx 0.011 0.009 0.437 0.571 0.082 0.063 0.092 0.074

MIy 5.627 5.619 6.477 7.007 5.604 5.604 5.612 5.605

σIy 0.027 0.025 1.651 3.183 0.043 0.046 0.041 0.043

5.3. Идентификация вращательного движения тела
при спуске в атмосфере

Рассмотрим неуправляемое движение осесимметричного тела
относительно центра масс при спуске в атмосфере. Будем по-
лагать, что параметры, определяющие поступательное движение
тела, известны. Движение тела относительно центра масс при
спуске в атмосфере описывается системой уравнений (3.1), кото-
рую представим в следующем виде:

α̈+ F (α, q, a) = εΦα (α, α̇, R, G, q, a) ,

Ṙ = εΦR(α, R, G, q, a),

Ġ = εΦG (α, α̇, R, G, q, a) ,

q̇ = εΦq(α, R, G, q, a),

(5.13)

где a — вектор параметров системы.
Тогда вектор состояния примет вид

ξ = (α0, α̇0, R0, G0, a) . (5.14)

Пусть в моменты времени ti (i = 1, 2, ... ,N) измеряются проек-
ции векторов угловой скорости и перегрузки на оси связанной
системы координат OXY Z:

d = (ωx, ωy, ωz, nx, ny, nz). (5.15)

Для решения задачи оценивания вектора состояния (5.14) необ-
ходимо найти совокупность независимых функций перемен-
ных (5.15), удовлетворяющих условиям (5.3) или (5.4). В невоз-
мущённом движении (ε = 0) система уравнений (5.13) описывает
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движение твёрдого тела относительно неподвижной точки в слу-
чае Лагранжа, для которого имеют место три первых интеграла

R = const, (5.16)

G = const, (5.17)

α̇2

2
+W (α) = E, (5.18)

где
W (α) =

∫
F (α) dα. (5.19)

Из системы (5.13) непосредственно следует, что интегра-
лы (5.16) и (5.17) являются медленно меняющимися функциями,
то есть удовлетворяют условию (5.14). Покажем, что интеграл
энергии (5.19) также медленно меняется во времени. Продиффе-
ренцируем по времени интеграл энергии (5.18) в силу уравне-
ний (5.13):

dE

dt
= α̇ (α̈+ F ) + ε

∂W

∂z
Фz = ε

(
α̇Фα + ∂W

∂z
Фz

)
, (5.20)

где z = R, G, q — вектор медленно меняющихся функций. Урав-
нение (5.20) показывает, что производная интеграла энергии
имеет порядок малости ε. Отсюда ясно, что для рассматриваемо-
го случая существует совокупность трёх независимых медленно
меняющихся функций

Hk = (R, G, E), k = 1, 2, 3. (5.21)

Поскольку первое уравнение исходной системы (5.13) не зави-
сит явным образом от времени, то без нарушения общности
можно принять, что в начальный момент времени производ-

ная
dα

dt

∣∣∣∣
t=0

= 0, а угол атаки равен амплитудному значению

α0 = αm0. Тогда поведение системы (5.13) определяется тремя
начальными условиями αm0, R0, G0 при одном нулевом (α̇0 = 0),
причём функции αm, R, G медленно меняются во времени. Сле-
довательно, число независимых медленно меняющихся функций
для системы (5.13) равно трём. Заметим, что амплитуда αm

является корнем уравнения W (αm) − E = 0. Поэтому интеграл
энергии (5.21) может быть заменён на амплитуду угла атаки или
иную медленную переменную, например, интеграл действия.
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Установим связь между медленно меняющимися функциями
(5.21) и компонентами вектора измерений (5.15). Для системы
координат OXY Z существуют следующие соотношения:

sinα = nэ
n
, cosα = nx

n
, sinϕ = −nz

nэ
, cosϕ = ny

nэ
, (5.22)

где n =
√
n2x + n2y + n2z — полная перегрузка, nэ =

√
n2y + n2z —

экваториальная перегрузка. Тогда, с учётом (1.27) и (1.28) можно
записать формулы вида

α̇ = ωxny − ωynz

nэ
, R = Ixωx, G = 1

n
(Ixωxnx − ωyny − ωznz) .

(5.23)
Покажем, что интеграл энергии (5.18) может быть выражен
через компоненты вектора измерений (5.15). Для восстанавлива-
ющего момента (2.5) потенциальная энергия (5.19) определяется
формулой (2.9)

W (α) = G2 +R2 − 2GR cosα
2 sin2 α

− q
n−1∑
i=0

ci
i+ 1

cosi+1 α.

Тогда, подставляя это соотношение, а также формулы (5.23) в
выражение (5.18), представим интеграл энергии как функцию
параметров измерений:

E = 1
2I

[
Ixω

2
x + Iω2y + Iω2z − q

n−1∑
i=0

ci
i+ 1

(
nx

n

)i+1]
. (5.24)

Это выражение с точностью до множителя определяет собой пол-
ную энергию вращательного движения осесимметричного тела
в атмосфере. Таким образом, найдена совокупность трёх медлен-
но меняющихся функций (5.21), зависящих от измерений (5.15).
Запишем выражения для оценок вектора состояния (5.14) по

МНК (5.2)

�

ξ = arg min
ζ

N∑
i=1

∑
j=x,y,z

[λωj (ω
u
ji − ωp

ji)
2 − λnj (n

u
ji − np

ji)
2] (5.25)

и по интегральному методу (5.12)

ξ̃ = arg min
ζ

N∑
i=1

[ρR(Ru
i −Rp

i )
2 + ρG(Gu

i −Gp
i )
2 + ρE(Eu

i − Ep
i )2].

(5.26)
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Особенностью возмущённого движения тела относительно цен-
тра масс является изменение собственной частоты колебания
в процессе спуска в атмосфере. Частота колебания тела, а сле-
довательно и частоты колебаний измеряемых угловых скоростей
и перегрузок (5.15), изменяется пропорционально корню квадрат-
ному от скоростного напора. И если в начале траектории частоты
колебаний невелики, то на участке траектории в окрестности
точки, соответствующей максимальному скоростному напору, ча-
стоты колебаний могут достигать весьма больших величин. Чем
круче траектория спуска, меньше баллистический коэффициент
и больше запас статической устойчивости, тем больше часто-
ты изменения измеряемых функций. В таких случаях получить
оценку вектора состояния по МНК (5.25) весьма трудно, по-
скольку частота измерений должна на порядок превышать часто-
ту колебаний самого тела. Такого ограничения не существует для
интегрального метода, однако его точность ниже, чем точность
метода наименьших квадратов, так как число независимых мед-
ленно меняющихся функций (5.21) в два раза меньше количества
измерений в каждой точке ti(i = 1, 2, ... ,N) — три против шести.
Рассмотрим вопрос о быстродействии интегрального метода.

Система уравнений движения (5.13) содержит в своём решении
высокочастотные составляющие, что затрудняет её численное ин-
тегрирование, а, следовательно, и получение расчётных значений
угловых скоростей и перегрузок. Вместе с тем высокочастотный
характер движения позволяет заменить систему (5.13) на усред-
нённую систему. Такие системы приведены в гл. 3.
Медленно меняющиеся функции (5.21), входящие в оцен-

ку (5.26), имеют колебательные составляющие порядка мало-
сти ε. Чтобы исключить согласование по фазе измеренных и рас-
чётных значений этих функций, а также усреднить ошибки из-
мерения и сократить затраты машинного времени на получение
расчётных значений, целесообразно в оценке (5.26) использовать
усреднённые значения функций (5.21), найденные в результа-
те численного интегрирования усреднённых уравнений. Оконча-
тельно оценку состояния (5.14) по интегральному методу запи-
шем следующим образом:

ξ̃ = arg min
ζ

N∑
i=1

[
ρR(Ru

i − 〈Rp
i 〉)2 + ρG(Gu

i − 〈Gp
i 〉)2 +

+ ρE(Eu
i − 〈Ep

i 〉)2
]
, (5.27)
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Установим связь между медленно меняющимися функциями
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sinα = nэ
n
, cosα = nx

n
, sinϕ = −nz

nэ
, cosϕ = ny

nэ
, (5.22)

где n =
√
n2x + n2y + n2z — полная перегрузка, nэ =

√
n2y + n2z —

экваториальная перегрузка. Тогда, с учётом (1.27) и (1.28) можно
записать формулы вида

α̇ = ωxny − ωynz

nэ
, R = Ixωx, G = 1

n
(Ixωxnx − ωyny − ωznz) .

(5.23)
Покажем, что интеграл энергии (5.18) может быть выражен
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− q
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i=0

ci
i+ 1
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выражение (5.18), представим интеграл энергии как функцию
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E = 1
2I

[
Ixω

2
x + Iω2y + Iω2z − q

n−1∑
i=0

ci
i+ 1

(
nx

n

)i+1]
. (5.24)
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ную энергию вращательного движения осесимметричного тела
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�
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ζ
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i=1

∑
j=x,y,z

[λωj (ω
u
ji − ωp

ji)
2 − λnj (n

u
ji − np

ji)
2] (5.25)

и по интегральному методу (5.12)

ξ̃ = arg min
ζ

N∑
i=1

[ρR(Ru
i −Rp

i )
2 + ρG(Gu

i −Gp
i )
2 + ρE(Eu

i − Ep
i )2].

(5.26)
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где 〈Rp
i 〉, 〈Gp

i 〉, 〈Ep
i 〉 — решения усреднённых уравнений дви-

жения.
С целью подтверждения преимуществ интегрального метода

для задач идентификации вращательного движения тела при
спуске в атмосфере рассмотрим два примера: первый — в де-
терминированной постановке при «идеальных» измерениях, вто-
рой — в стохастической постановке при измерениях с «шумами».
Пр и м е р 1. Пусть тело сферической формы имеет следую-

щие параметры: mα
z = −0.06, Ix

I
= 0.6, σx = cxS

2M
= 0.001м2 кг−1.

В качестве начальных условий приняты

α0 = 90◦, α̇0 = 0, R0 = 2 c−1, G = 1 c−1,

ϑ0 = −10◦, V0 = 7000 м/c2, h0 = 60000 м.

Путём численного интегрирования уравнений движения (1.30)
проводилось численное моделирование измерений (5.15) по фор-
мулам

ωx = ψ̇ cosα+ ϕ̇, ωy = −ψ̇ sinα cosϕ+ α̇ sinϕ,

ωy = ψ̇ sinα sinϕ+ α̇ cosϕ,

nx = cτqS

Mq
, ny = cnqS

Mq
cosϕ, nz = −cnqS

Mq
sinϕ.

(5.28)
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Рис. 5.1. Изменение во времени измеряемых функций ωx, ωy, ωz, nx, ny, nz

и среднего значения интеграла энергии
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В точках ti (i = 1, 2, ... ,N) вычислялись компоненты вектора
измерений по формулам (5.28). На рис. 5.1 показано изменение
во времени измеряемых функций (5.15) и среднего значения
интеграла энергии (5.24), причём функции R и G при выбран-
ных параметрах тела оставались постоянными, равными, соот-
ветственно, 2,0 и 1,0. Производилось оценивание производной
коэффициента восстанавливающего момента по углу атаки mα

z
на мерном интервале tΣ = 20 c. Период собственных колебаний
тела приблизительно равнялся 1 с. Нахождение оценок (5.27)
по интегральному методу осуществлялось методом Хука–Джи-
вса [40]. В качестве начального приближения выбрано значение
(mα

z )0 = −0.045. При изменении шага интегрирования от 0.1 с до
5.0 с абсолютная погрешность оценивания изменялась от 0.001
до 0.004.
Пр и м е р 2. Проводилось сравнение интегрального метода

и МНК при оценивании коэффициента mα
z с учётом ошибок

измерения, распределённых по нормальному закону с нулевым
математическим ожиданием и среднеквадратическим отклонени-
ем, равным, соответственно, для угловых скоростей и перегру-
зок: σω = 0.01 с−1 и σn = 0.01. Точное значение оцениваемо-
го параметра равно mα

z = −0.06, а начальное приближение —
(mα

z )0 = −0.1. Количество измерений на мерном интервале равно
N = 20, изменялось только значение мерного интервала tΣ, а сле-
довательно, и шага измерения Δt = tΣ/(N − 1). На мерном ин-
тервале моделирование производилось K раз (K = 50), при этом
использовались различные совокупности псевдослучайных чи-
сел, необходимых для формирования ошибок измерений. Период
колебаний измеряемых функций на мерном интервале tΣ = 16 с
изменялся от 0.3 секунд до 0.8 секунд. Рассматривались интер-
валы измерений tΣ ∈ [0.2, 16] c, которым соответствовали шаги
измерения Δt ∈ [0.011, 0.842] с.
В табл. 5.2 приведены математические ожидания и средне-

квадратические отклонения оценок, полученных по МНК и ин-
тегральному методу, а также коэффициенты корреляции между
этими оценками. При tΣ равном 8 с и 16 с оценки по МНК
расходятся и поэтому не приведены в таблице. Как и для вне-
атмосферного участка полёта метод наименьших квадратов даёт
более точные оценки по сравнению с интегральным методом
в случаях, когда шаг измерений существенно меньше периода
колебаний измеряемых функций (Δt = 0.011 c и Δt = 0.105 c).
Точность оценивания по интегральному методу практически не
зависит от величины шага измерений, исключение составляет
только случай Δt = 0.011 c. За счёт использования усреднённых
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уравнений при реализации интегрального метода объём вычис-
лений сокращается на 2 порядка по сравнению с МНК.

Т а б л иц а 5.2. Значения математических ожиданий и среднеквадратических
отклонений оценок mα

z и коэффициента корреляции между этими оценками,
полученные МНК и интегральным методом [3]

tΣ, c 0.2 2.0 4.0 8.0 16.0

Δt, c 0.011 0.105 0.221 0.421 0.842

M �mα
z

−0.0599 −0.0599 −0.0799 — —

σ �mα
z

0.0006 0.0001 0.0306 — —

Mm̃α
z

−0.0624 −0.0604 −0.0604 −0.0604 -0.0604

σm̃α
z

0.0033 0.0011 0.0011 0.0010 0.0012

K �mα
z m̃α

z
0.5264 0.6579 0.0696 — —

В заключительной части этой главы следует ответить на два
вопроса.
Первый вопрос. Почему в книге, посвящённой исследованию

движения тела в атмосфере, рассматривается задача иденти-
фикации вращательного движения аппарата на внеатмосферном
участке полёта? Вектор состояния в задаче спуска включает в се-
бя характеристики тела и начальные условия движения и име-
ет весьма большую размерность. Понизить размерность можно
только, произведя декомпозицию задачи. Представим вектор со-
стояния следующим образом:

d = (aI , aA, z0),

где aI — вектор инерционных характеристик тела (компоненты
тензора инерции), aA — вектор аэродинамических характери-
стик тела (коэффициенты аэродинамических сил и моментов),
z0-начальные условия движения. На орбитальном участке полёта
тела аэродинамические силы и моменты пренебрежимо малы,
и вектор состояния можно представить в виде

dорб = (aI , z0).

После того как будут оценены компоненты тензора инерции и на-
чальные условия движения, остаётся определить на атмосферном
участке только аэродинамические характеристики

dатм = (aA).

И ещё одно обстоятельство позволило рассматривать орбиталь-
ный участок полёта. Интегральный метод первоначально разра-
батывался для восстановления характеристик тела при спуске
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в атмосфере. Однако этот метод оказался эффективным и ещё
более наглядным для орбитального участка полёта.
Второй вопрос. Почему рассматривается движение только

осесимметричного тела в атмосфере? При малой асимметрии
могут реализовываться два случая движения: нерезонансный
и резонансный. В нерезонансном — асимметрия не оказывает
влияние на вращательное движение тела, поэтому в этом случае
применим интегральный метод. При резонансе, особенно при
устойчивом резонансе, функции (5.21) могут существенно из-
менять своё значение, что исключает возможность применения
их для оценивания вектора состояния. Отсюда ясно, что инте-
гральный метод оценивания целесообразно использовать либо на
верхней части атмосферного движения до наступления резонан-
сов, либо на конечном участке, после прохождения резонансов.
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M �mα
z

−0.0599 −0.0599 −0.0799 — —

σ �mα
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z
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